NOMBRES
COMPLEXES

| — APERGU HISTORIQUE

L’introduction des nombres entiers négatifs est liée 4 la résolution de I’équation
a+ x = b, ol a et b sont deux nombres entiers naturels quelconques.

La résolution de I'équation ax = b, ou a est un entier naturel non nul et b un entier relatif
quelconque conduit aux nombres rationnels.

La représentation des nombres réels par les points d’une droite munie d’un repére met en
évidence des nombres non rationnels comme \/5, x, ..., etc. Ces nombres représentent des
longueurs de lignes particuliéres : ﬁ est la longueur de la diagonale d’un carré dont le
coté a Punité pour longueur; = est la longueur de la demi-circonférence dont le rayon a
pour longueur I'unité.

La résolution d’équations du second degré comme x2+1=0,x2+x + 1 =0,conduita
la notion de nombre complexe.

A Torigine, Cardan et les algébristes italiens du xvI°® siécle n’hésitent pas a employer le

symbole ./ — a, avec a réel strictement positif. En appliquant les régles usuelles de
I’époque, Cardan remarque que ’équation du second degré x> — 10x + 40 = 0 a pour

racines 5 + ./— 15 et 5 —./— 15. 1l considérait son résultat comme « aussi subtil
quinutile» et traitait de «sophistiquées » ces racines de nombres négatifs.

En étudiant I’équation du troisiéme degré x3 4 px = g, Cardan trouve, lorsque p est
positif, 1a racine réelle de cette équation sous la forme :

Il est aisé de vérifier que ce nombre est réel et qu’il est bien solution de ’équation
x3 + px = g. De plus, I'étude des variations de la fonction x — x* + px — g montre que
cette fonction ne s’annule qu’une fois (lorsque p > 0).

Pour ’équation x> — 15x = 4, dont 4 est I'unique racine réelle, comme le montre I'étude
de la fonction x — x3 — 15x — 4, la formule de Cardan donne :

oy /121 -3 -2+ /—121,

ce qui fait apparaitre des nombres «impossibles» ou « imaginaires ».

Clest Bombelli qui montre I'égalité 4=23/2+./—121 =3/ —2+/—121, en

procédant ainsi :

Q-1 =2+/—121 et (-2——1P=-2+-121,

par utilisation de régles de calcul connues dans R; ce qui le conduit a :

o+ /1213 -2+ /-121=2—- /-1 +2+—\1 = 4.
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A Taide des nombres imaginaires et de la formule de Cardan, il « trouve » la racine réelle
de x* — 15x = 4. .
Jusqu’au xvmre siécle les nombres imaginaires sont utilisés comme symboles purement
formels pour étudier des équations algébriques. C’est au xix® siecle, avec Gauss et
Cauchy, que les nombres imaginaires trouveront leur représentation a partir de « réalités
mathématiques connues ».
On doit & Gauss le premier exposé complet de la représentation des nombres imaginaires
par les points d’un plan muni d’un repéere orthonormal. Comme on représentait les réels
par les points d’une droite munie d’une origine, d’une unité et d’un sens, la « réalité » des
nombres imaginaires était ainsi établie; Gauss les appela nombres complexes et il utilisa la
lettre i pour désigner cet « impossible» ./ — 1.
Cauchy remarque qu'effectuer des calculs sur les nombres complexes revient a appliquer
aux nombres réels et & un nombre imaginaire i tel que i = — 1, les régles d’opérations
dans R. Ainsi lorsque p est un entier naturel non nul i2” est remplacé par (— 1)? et {27 +1

que p
par (— 1)?i. Si 'on substitue i 4 x dans Iexpression polynomiale :

Ao+ a;x + ... + a,x",

ouay, aj, ..., a, sont des nombres réels, en appliquant la régle précédente on obtient une
expression de la forme a + ib, ol a et b sont réels. Notons que : :
(a+ bi)(@ + b)) = aa’ + ab’i + ba'i + bb'i2
=aa’ — bb’ + (ab’ + ba')i.

DEFINITION DU CORPS DES NOMBRES COMPLEXES

T e e S ST T

Sur R? on définit les deux opérations internes suivantes :

e addition : (@b)+@,b)=(a+a, b+ b');
e multiplication : (a, b)(a’, b’) = (aa” — bb’, ab’ + ba').

1° Vérifier les propriétés suivantes -
a) Associativité de 'addition - [(a, b) + (a, b)] + (a”, b") = (a, b) + [(a’, b') + (a”, b")].
b) (0, 0) est élément neutre pour 'addition : (a, b) + (0, 0) = 0, 0) + (a, b) = (a, b).

¢) (—a, —b) est 'opposé de (a,b): (a,b) + (—a, —b) = 0,0)=(—a, —b) + (a, b).
L'opposé de (a, b) est aussi noté — (a, b). On a donc — (a, b) = (—a, —b).

d) Commutativité de I'addition - (@, b) + (a', b') = (a’, b') + (a, b).
e) Associativité de la multiplication : [ (a, b)(a’, b)1(a", b") = (a, b)[(a’, b’)(@", b")].
[) Distributivité de la multiplication par rapport a 'addition :

(a, b)[(@, b') + (a”, b")] = (a, b)(@', b') + (a, b)(a", b")
et [(@, b)) + (a”, b")1(a, b) = (a’, b')(a, b) + (a”, b")(a, b).
g) (1, 0) est élément neutre pour la multiplication : (1, 0)(a, b) = (a, b)(1, 0) = (a, b).
h) Commutativité de Iq multiplication : (a, b)(a’, b’) = (a, b')(a, b).

. a =b
i) Tout élément (a, b) distinct d 0, 0) admet j —-,———— | :
) (a, b) distinct de (0, 0) admet pour inverse <a2 =L s b2>

a —b a —b
(@ b)<a2 +b%’ a% + b2> - (az +b% 4 + b2>(a’ b)=(, 0)

51

e

3/ Nombres complexes

L’addition et la multiplication sur R? vérifiant les propriétés précédentes, on dit que R2

muni de ces deux opérations un corps. On I’appelle corps des nombres complexes et on le

note C.

2° Onposei = (0, 1). Vérifier i = — (1, 0); i* est donc I'opposé de I’élément neutre pour la

multiplication.

3° a) Démontrer que le sous-ensemble de R?, noté R, formé des couples de la forme (a, 0)

contient la somme et le produit de deux quelconques de ses éléments et contient l'inverse de

chacun de ses éléments non nuls (c’est-a-dire différent de (0, 0)). En déduire que R; muni de

addition et de la multiplication est un corps. On dit que R, est un sous-corps de C.

b) On considére I'application ¢ de R dans R, : a +s (a, 0).

Démontrer que ¢ est bijective, que (1) = (1, 0) et que, quels que soient a et a’ de R 3
Pla+a)=o@+ @) et ¢a)=p@e@).

On dit que ¢ est un isomorphisme du corps R sur le corps R, et que R, estisomorphe & R.

THEOREME 1
et
DEFINITION 1

L’ensemble R muni de I’addition et de la multiplication :
(@ b)+@,b)=(a+a,b+¥b)
(a, b)(a', b') = (aa’ — b, ab’ + ba’)

est un corps commutatif, d’élément unité (1, 0), appelé corps des nombres complexes et

noté C.
Le corps C contient un sous-corps isomorphe a R; de plus élément (0, 1), noté i, est tel

que i’ = — (1, 0).

NOTATION a + ib

Soit R, I'ensemble des complexes de la forme (a, 0), ou a est un réel.

La bijection ¢ de R, sur R qui, 4 tout &lément (a, 0) de R, associe le réel a permet
d’identifier les éléments de R, a ceux de R, c’est-a-dire de noter a I’élément (a, 0) de R,.
Pour tout couple (a, b) on a : (q, b) = (a, 0) + (0, 1)(b, 0), soit en utilisant lidentification
précédente et la notation i = 0, 1): (a, b) = a + ib.

Tout nombre complexe s’écrit donc sous la forme g + ib, ot a et b sont des réels. Cette
€criture est évidemment unique puisque I’égalité a + ib = a’ + ib’, avec a, a’, b, b’ réels
signifie que (a, b) = (a/, b’), cCest-a-dire que a = a’ et b = b'.

Nous retiendrons :

THEOREME 2
et
DEFINITION 2

Pour tout nombre complexe z, il existe un couple (a, b) de réels et un seul tel que
Z = a + ib. Les réels a et b sont respectivement appelés partie réelle et partie imaginaire
de z et sont notés Re(z) et Im(z).

A noter que le nombre complexe a + ib, avec a et b réels, est nul si, et seulement si,
a=b=0.

Les nombres complexes non nuls de la forme iy, ou y est un réel non nul, sont appelés
imaginaires purs.

L’égalité (iy)> = — y* montre que le carré d’un nombre imaginaire pur est un réel
strictement négatif.
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REPRESENTATION GEOMETRIQUE DES NOMBRES COMPLEXES

Rapportons le plan 2 a un repére orthonormal £ = (O, é,, ¢,). A tout nombre complexe
z on associe le point M de coordonnées (Re(z), Im (z)) dans le repére #; on dit que M est
le point-image de z (figure 1).

Tout point M du plan de coordonnées (a, b) dans le repére £ est évidemment I'image d’un
unique complexe, z = a + ib, appelé affixe de M.

Les nombres réels ont pour images les
points de 'axe x’Ox de repére (0, ¢,) appelé FHEEE P P
axe réel. e feedasss ESEREE M i
Par exemple, I'image du réel 1 est le point s, Rt
A(1, 0).

Les nombres imaginaires purs ont pour
images les points de I'axe y’Oy, privé de O,
de repére (O, ¢,), appelé axe imaginaire.

Ainsi I'image de i est le point B(0, 1).

A tout nombre complexe z, on peut aussi
associer le vecteur # de coordonnées :

(Re (2), Im (2)) i - Y

RN mEE A S uu) 1 SEasxnanemasa 1:';7'*.‘.1 E"'{
Figure 1

dans la base (¢,, &,) du plan vectoriel ¥".
On dit que # est le vecteur-image de z.

Tout vecteur # de ¥~ de coordonnées (a, b) est 'image d’un unique complexe, z = a + ib,
appelé affixe de #.

REGLES DE CALCULS DANS C

Toutes les régles de calculs concernant I'addition et la multiplication de R s’appliquent a
C qui, comme R, est un corps commutatif.

En particulier :

1. La différence z — z’ de deux nombres complexes z et z’ est le nombre complexe
z 4+ (— 2’), ou — z’ désigne I'opposé de z'.

Si z et z’ sont les affixes de M et M’, z — z’ est 'affixe du vecteur M’M.

2. Quels que soient les complexes z, z/, z”, on a :

2(Z —2") =22 — 22"
3. Pour tout complexe z et pour tout entier naturel n on définit z" par :
%=1 (sizestnonnul), z'=3z 2z*’=22, ., 2""'=7"z

Quels que soient les entiers naturels net p: z'z? =z""? et (") = 7"

4. Quels que soient les complexes z, et z, :
(21 + 22)% = 22 + 22,2, + 22
(21— 22)* =2} — 22,2, + 23

(21 + 25)(z1 — 2) = 2§ — 23.

3/ Nombres complexes

E ticulier :
n particuli (a + ib)? = @ — b* + 2abi

(a — ib)® = a® — b®> — 2abi
(a + ib)(a — iB) = a® + B>

Quel que soit 'entier naturel non nul n :
21— 2=, —2)Z T + 2} 2z, + 23 4+ 222 4 Y,

En particulier : l1-z"=(1-21+z+ 22+ .. +2"Y)

5. Formule du bindme de Newton

Etant donnés deux nombres complexes z, et z, et un entier naturel »n :
k=n

k n—k_k

(21 +2))" = Z Cnzl "z3,

k=0

ou Ck = et ol 'on convient de poser z{ = 1 et z = 1, méme si z, et z, sont

n!
K(n — k!
nuls. Par exemple : (z, + z,)* = z} + 322z, + 3z,2% + z3.

. , 1
6. L’inverse de tout complexe non nul est noté z~* ou —.
Z

e Siz=a+ib, avec (a, b)eR* et (a, b) # (0, 0), on a :

1 a—ib _a—ib  a ; b
a+ib (a+ib)a—ib) a*+b> a>+b2  a +b*
5 . . a . b
Nous retiendrons : (a + ib) =a2+b2 _la2+b2

e Si z, et z, sont deux nombres complexes non nuls, le produit z, z, est non nul et :
1 1 1

ZyZy, 2y Z

Plus généralement si z,, z,, .., z, sont des nombres complexes non nuls, le produit
ZyZ, ... Z, €st non nul et :

1 1 1
——=— X — X .. X —.
ZiZ3 wZy Zy 2o z,

En particulier, si z est un complexe non nul et n un entier naturel :
1 (1Y
2 Az’

1 . .
On note — = z™". Avec cette convention et la convention z° = 1, on a :
z
e pour tout complexe z non nul et pour tout couple (p, q) d’entiers relatifs :
Pl = zp+q et (zp)q = zpq;
e pour tout couple (z;, z,) de complexes non nuls et pour tout entier relatif p :

(212,)" = 28 25.

7. Etant donnés deux nombres complexes aet S tels que f # 0, il existe un unique nombre
complexe z tel que a = fz, a savoir z = B~ 1.
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En effet, si le nombre complexe z, satisfait « = Bz, on obtient en multipliant par ! les
deux membres de cette égalité : B~ ta = B~ *(Bz,), ot B~ o = (B~ 1p)z,, et par suite
z; = B Ya. De plus, a = BB~ ).

. , o ) .
Le nombre complexe ™1 est aussi noté —; on I'appelle le quotient de o par f.

p

Exercices résolus

1. Calculer de deux fagons (1 + 1)® et en déduire une expression simple de :
S;=1-Ci{+C§—C§+C}

et de : S,=Ci-C3+cCi-Cj.
Ona: (1+i)°=[(1+02]* et (1+i?=2i
donc: (1410 = (2i)* = 24(2)* = 24(— 1)2 = 2%,
Ainsi: (1 +1)® = 16.

Par ailleurs (1 + 0)® = 1+ Chi+ C2i% + C2i® + CLi* + C3i® + CSi® + CJi7 + C8i.
Compte tenudei? = — 1,i* = —i,i* =1,i° =1,i® = — 1,i’ = —1,i® = 1, on obtient :
(1 +10)® =S, +1iS,.

Donc : S;=16 et S,=0.

2. Démontrer que les vecteurs ayant pour affixes 1 —iet 1 + i forment une base du plan
vectoriel ¥~ ( figure 2). Trouver les composantes du vecteur ayant pour affixe 3 — i dans
cette nouvelle base.

Désignons par # le vecteur d’affixe 1 — i et par v celui e e
d’affixe 1 + i. Les vecteurs # et v ne sont pas nuls. S’ils feEtEiRed HEEHEEEEIc R
étaient colinéaires, il existerait un réel t tel que v = ti. P bl e
Comme le vecteur tu a pour affixe t(1 — i), on aurait : siSsEaind R :

1+i=t(1—1i)

soitt =1ett= — 1, ce qui est impossible.

Les vecteurs u, v sont donc non colinéaires : ils forment | SR\
une base de 7. dEREEREiind il B
Désignons par w le vecteur d’affixe 3 — i. (i, 0) étant " :

une base de 77, il existe un unique couple de réels (a, b)
tel que w = au + bv, cest-a-dire 3 —i = a(l — i) + b(1 + i). Figure 2

Il sensuita+b=3etb—a=—1,dou a=2 et b=1.

3. Résoudre I'équation z> = a sur C, ou a est un réel donné.

e Sia =0, la solution est 0.

e Sia>0, 22—a=(z—\/5)(z+\/5); les solutions sont donc\/aet —\/E.
eSia<0,z2—a=2z>—(i/— a)?

=(z—iy/—a)(z+1i./— a);
les solutions sont donc i./—a et —i./—a.

4. Factoriser sur C les expressions suivantes : z*> + 4 et z* — 1.
Ona: 2% + 4 = (z + 2i)(z — 2i).
1=+ ) -)=¢+i)z—-i)z+ DEz—-1).

3/ Nombres complexes

5. Soient les quatre points A, B, C, D, d’affixes respectives 1 +1i, 1 —1i, —i, — 1.
Trouver l'affixe g du barycentre G de (A4, 1), (B,2), (C, —4), (D,3).

Ona: 20G = 04 + 20B — 40C + 30D,
Gou 2g=1+i+21~)+4i—3 soit g=>i

I° Programmer la somme, le produit et le quotient de deux nombres complexes z = a + ib et
z =a +ib.

Réponse (TI-62)

e | efface les programmes antérieurs
1 mise en mode programme
(8L 1 label de la séquence z + z’
ReL] 1 [+ ] [Rer] 3 [=1] [wss | calcule a + o’
[ReL] 2 [+ ] [rec] 4 [=] [ws] calcule b + b’
[BL] 2 label de la séquence zz’

ReL | 1 [ % | [Rer] 3 [ =] [Rer] 2
X 4 [=] calcule aa’ — bb’
[x ] [rer] 4 [+ ] [Rer] 2

X ReL] 3 [ = Rs | calcule ab” — ba’

Jrmmm——y. A 4
(1Ll 3 label de la séquence —
z

b——=

( ReL | 1 x | [rer] 3 [+ RCL | 2
B3 ReL | 4 [ ) | calcule aa’ + bb’

=3

RCL

ret] 4 {71 [0 ] [=] [ms] divise aa’ + bb’ par a’® + b2
[ C][mee] 2 [x] [rer] 3 [=] [Rer] 1
x | [reL] 4 [ ] calcule ba’ — ab’

(] (] 4 [} [0 (=] (@] divise ba’ — ab’ par a” + b2

Exemple d’exécution : z = 2 — 4i, z’ = 3 + 5i

LRN retour en mode calcul
2 1 -4 [st0] 2 3 [st0] 3 5 [s10] 4 entrée des données a, b, a’, b’
[et0] 1 affichea+a =5
R/S affiche b+ b =1
2 affiche aa’ — bb’ = 26
R/S affiche ab” + ba’ = — 2
7’ bbl
3 afﬁche% ~ — 0412
a
ba’ — ab’
R/S affiche —— ~ — 0,647
iche P
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3. On considére les deux nombres complexes :

_1+iy3 L

A i Ja48

Calculer :

Z
2 2 3 3
zZy +2Z5, 2923, z—, zi +z3, zy+23.

2

4. Calculer : 1 4+i+i%+ .. +i"

5. Déterminer 'ensemble des points M d’affixe
z tels que les points d’affixes i, iz soient alignés
avec M.

6. Déterminer I'ensemble des points M d’affixe
z tels que les points d’affixes 1, z, z2 soient
alignés.

| 7. A tout point M on associe son affixe z et le

nombre complexe Z = z2. Déterminer I'ensem-

ble des points M tels que :

a) ZeR,;

b) ZeR_;

c) ZeR;

d) Z soit imaginaire pur.

8. Reprendre I'exercice précédent avec :

Z=12z.

f 9. Déterminer 'ensemble des points M d’affixe

z tels que :
b) Im( — ,>=0.
z—1

z—1
a) Re( —i)=0’

10. Déterminer l'ensemble des points M
d’affixe z tels que :

Re (z%) = Im (z%).

Il — MODULE D'UN NOMBRE COMPLEXE
CONJUGUE D'UN NOMBRE COMPLEXE

DEFINITION 3

Le conjugué d’un nombre complexe z = a + ib, ou a et b sont réels, est le nombre

complexe, noté Z, tel que z = a — ib.

Dans le plan muni d’un repére orthonormal, les
points-images de z et Z sont symétriques par
rapport a I'axe des abscisses parallélement a'

’axe des ordonnées (figure 3).

I° Montrer que lapplication 6 :z >z de C

dans C vérifie les propriétés :
a) Pour tous nombres complexes z et z’ :

8(z+2)=0(2) +6(z), &(z2') = d(2)9(),

0(6(2)) = z;

b) o est bijective.

N
Figure 3

c¢) Pour que le nombre complexe z soit invariant par 8 (c’est-a-dire 6(z) = z) il faut et il

suffit que z soit réel.

2° Montrer que les seules bijections f de C sur C laissant chaque réel invariant et telles que
pour tous complexes z, z' :  f(z +2) = f(2) + f(z') et f(zz') = f(2)f(z), sont o et

’application identique de C.

1
3° Montrer que si z est un nombre complexe non nul 5(—)
z

o
of 7
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Nous retiendrons :

—7z =2iIm ()
2+ =2+7
22 =77

z est réel si, et seulement si, z =73

Conséquence
Soit P(z) une expression polynomiale en z & coefficients réels :
P(z)=ag+ayz+ .. +a,z",

ou ay, dy, ..., a, sont réels et z complexe. On a :

P(iz)=ay+a;z+ ..+ a,z" =ag + 8,2 + .. + a,2".

k=n _
Comme z* = z* et @, = a,, on obtient : P(z) = Y. a,z¥ d’ou P(z) = P(2).
k=0

Si z, est un nombre complexe tel que P(z,) = 0, il s’ensuit que 0 = P(z,) = P(2,).

On retiendra :

Si un nombre complexe z, est racine d’un polynome P a coefficients réels, son conjugué z,
est aussi racine de P.

Exemples
i 1 1 \/§ . 32 1_-_3__.—
1. 801t.J=—§+1T,alors.] =5 i 2 =1
2
Deplus:(—%+i§> +<—%+i\/73>+1=0,c’est-a‘1—dire:j2+j+1=O.

Considérons P(z) = z> + z + 1, j est racine de P(z) et, P étant & coefficients réels, _]_ est
racine de P(z). ~
D’ou P(z) = (z — j)(z — j) = (z — j)(z — j?), puisque le coefficient de z* est 1.
2. Considérons Q(z) = z* + z2 + 1. ;
B On constate que Q(j) =j* +j*> + 1l et que j> = jj* =jj = 1, donc:

() =j+ji*+1=0.
Par suite, j est racine de Q(z). Comme Q(— z) = Q(z) et que Q est a coefficients réels, — j,j_
et — j sont aussi racines de Q(z). Les nombres complexes j, — j, j% et — j? étant distincts et
le coefficient de z* étant 1, on obtient :

Q@) = (z = )z =z + )z +]J).

On a ainsi factorisé Q(z) dans C. e ~
De plus : =)= =22—-(G+j)z+1,

et: C+i)z+])=22+G+j)z+ 1
@)= +z+ 1)z —z+1).

Soit x* + x2 4+ 1 = (x> + x + 1)(x? — x + 1). On a ainsi factorisé x* + x* + 1 dans R.

{ Donc :
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MODULE D"UN NOMBRE COMPLEXE

Pour tout nombre complexe z écrit sous la forme z = a + ib, ot a et b sont des réels, on a :
2z = (a + ib)(a — ib) = a® + b

Le produit zZ est donc un réel positif.

DEFINITION 4

On appelle module d’un nombre complexe z, le nombre réel positif, noté |z, et défini par :

ol = /22

A noter que le module de z est égal a la distance de I'origine O du repere a I'image M
dez: |zl=0M.
A noter aussi que si z est réel, son module n’est autre que sa valeur absolue.

Propriétés

1. [Re(z)| <zl et [Im (2)] < |z

2. |zZl=0 équivauta z=0.

3. lzZd ==z, |z =1zl

4 |zz'| = \[2277 = [72% = J72 )77 =|||z).
Il s’ensuit, pour tout entier naturel n: |2"| = |z|"

5. Inégalité triangulaire

Soit z et z° deux nombres complexes
d’images respectives M et M’ et soit S
I'image de z + z’ (figure 4).

L’inégalité triangulaire appliquée aux trois : y
points O, M, S donne :

0S < OM + MS, Bt
soit 0S < OM + OM’. Il en résulte : |z + 2/| < |z + |2/].
Donnons de cette inégalité une démonstration algébrique :
lz4+2Z2=(z+2)EZ +7);
d’ou : |z + 2| = 2z + 2’7 + (22’ + zZ'). (1)

Comme zz’ = zz/, on a z7’ + 72/ = 2 Re (z2).
Or : 2 Re (22') < 2|zZ'| = 2]z| |Z.
Ainsi, en majorant le deuxiéme membre de I'inégalité (1), on obtient :
lz 4+ 22 <lzI* + 121> + 2|2| |z], Cest-a-dire |z + 2’| < |2| + |2/].

Plus généralement : |2y + z, + .. + z,| < |z¢]| + |z5] + ... + |2,].

REMARQUE : On utilise souvent Iinégalité : |zl = 12’|| €|z — 2’|, qui se démontre en
remarquant que z = (z — z’) + 2’ et en utilisant I'inégalité triangulaire

lz2l =1z —2) + 2| < |z = 2| + |2'], soit |z| —|z| < |z — z/|.
En échangeant les réles de z et z/, on a aussi |2/| — |z| < |2/ — 2| = |z — z’|, d’ou le résultat. Cette

inégalité exprime que la longueur d’un c6té d’un triangle est supérieure ou égale 4 la différence des
deux autres.
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Exercices d’application

11. Démontrer que, si A est réel, le nombre

1+2
complexe ] i/li a pour module 1.

Etudier la réciproque.

12. Calculer z pour que l'on ait :
z—12) 5 z—4
z — 81 z— 8§

3

-1

; z—uz pig
13. Démontrer que 1 est réel si |u| = 1.
—u - F1

Etudier la réciproque.

14. z, z/ désignent des nombres complexes.
Montrer que :

|z + 27 + Iz — 21> = 2(l2I* + I121%).
15. Déterminer les nombres complexes z tels

1 . .
que z, — et 1 + z aient méme module.
v4

\16. - Déterminer z pour que z?, 1 — z, Z aient

méme module.

17. 1° Etant donnés les points M,, M,, M,
d’affixes z,, z,, z3, montrer que ces trois points
sont alignés si, et seulement si :

Z1Zy 4+ 2923 + 2321 =Z1Z5 + Z523 + Z3Z4.

2° Etant donnés les complexes distincts a et b de
module 1, soit 4 et B leurs images respectives.
Montrer qu'un point M d’affixe z appartient a
la droite (AB) si, et seulement si :

z+ abz =a + b.

3° Soit a, b, ¢, d des nombres complexes de
module 1 tels que a# b et ¢ #d, d’images
respectives A, B, C, D. Montrer que les droites
(AB) et (CD) sont orthogonales si, et seulement
si:

ab = — cd.

IV.— ARGUMENTS D'UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL

Avant d’aborder cette partie, il est indispensable de revoir les notions d’angles de vecteurs
et d’égalité modulo 2n développées au début du chapitre 7.

NOMBRES COMPLEXES DE MODULE 1

Soit z un nombre complexe de module 1.

Dans le plan 2 muni d’un repére orthonormal
direct (0, &, e,), désignons par M I'image de z
(figure 5). Les coordonnées (a, b) du point M
s’expriment en fonction de toute mesure ¢ en

radians de I'angle de vecteurs (¢;, OM) par :

a=||OM]|| cos 6 = cos 0,
b= |OM]| sin 6 = sin 0.
D’ou : z =cos 0 + 1 sin 0.

Réciproquement, pour tout réel o tel que z = cos o + i sin o, on a : Figure 5

cos oo = cos 0

sin oo = sin 6;
/\

d’ou o =0 (2m), ce qui montre que « est une mesure en radians de I'angle (ey, OM).

1 w 1
6. Pour tout complexe non nul z on a: 1=z 2= |z| x |-|, d’ou ;' = H Par
conséquent :
z o1 L1 12
=z - =zl |-| =—-
Z z |z]
Pour tout nombre entier relatif p et tout nombre complexe non nul z, on a :
|27| = |z[.
1 1 z zZ .
7. Calcul de linverse d’un nombre complexe non nul z : e X o= Par suite :
1 _ z
z |2
E ; 1—i
mple : - = .
e T 5a. 2
8. Un nombre complexe z est de module 1 si, et seulement si, z = Py
.1
En effet |z| = 1 signifie zz = 1, soit z = =
. 1 —
Nous retiendrons : Re(@)| <lzl et Mm()| <l
|zl =0 équivauta z=20
, 7| Izl
zz'| = lz||z’] et |—|=-—
z |z
|z + 2’| <lz| + 2]
S |
z |z
|zl =1 si, et seulement si, 2 =;
Exercice résolu
1 5
Déterminer les nombres complexes z tels que z, p z — 1 aient méme module.
Soit z un nombre complexe tel que |z| = [-| = |z — 1. !
1 y
On a|z| = ﬂ’ d’ou |z| = 1.
Z v
Ainsi |z — 1| =1, s0it z — 1)z —1)= 1.
Douzz—z—z=0.
Comme |z| = 1, on a zz = 1 et, par suite, z +z = 1.
. 1
En posant z = x + iy, avec x et y réels, on obtient x = 7
2 2 L W | 3 ¥
De plus, x* + y* =1,d’ou y =7
1 I oS 1 /3 ) :
Finalement, si |z| = H = |z — 1|, alors z = 51 % ouz=>+i % DEFINITION 5
Z et
1 3 L3 L e ENORE
On vérifie que les nombres complexes 5~ i % et 3 +1 —\é—_ satisfont les conditions THEOREME 3

On appelle argument d’un nombre complexe z de module 1, tout réel 0 tel que :

z=-cos 0 +isin 0.

L’ensemble des arguments de z est ’ensemble des mesures en radians de I’angle

(é,, OM), ot M est Pimage de z dans un repére orthonormal direct (O, ¢,, ¢,).

demandées.

|
|
,‘
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FORMULES DE MOIVRE

Si 0 est un argument de z, on note arg z =60 (2n), ce quirappelle que tout argument

de z, noté arg z, est égal a 6 modulo 2.
Nous avons remarqueé :

Propriétés (cos O + i sin 0)(cos 0" + i sin 0') = cos(0 + 0') + i sin (0 + 0).
1. Nous constatons que si z et z” sont deux nombres complexes de module 1, zz’ est de Plus généralement, on démontre par récurrence que :

1 . ’ '
module 1 et S=1Z est de module 1. Par suite : (cos 0, + i sin 6,)(cos 0, + i sin 0,) ... (cos 0, + i sin 0,)

L’ensemble U des nombres complexes de module 1 contient le produit de deux, quelconques, =cos (0; + 0, + .. +0,) +isin (0; + 6, + .. +6,). (1)

de ses éléments et P'inverse de chacun de ses éléments. Si, dans I'égalité (1) les réels 0,, 05, ..., 0, sont égaux a 6, on obtient :
2. Soit z et z’ deux nombres complexes de module 1. (cos O + i sin 6)" = cos nf + 1 sin no.
Si argz=0 (2m) et argz'=0¢" (2m), ona: De plus, quel que soit I'entier naturel n :
z=cos +isin@ et z' =cos @ +1isin 0" 1 n
i Donc : 2z’ = (cos 0 + i sin G)Fcos Q’ +i SiI.I 9" ) . (cos 6 +isin 0)™" = (m) = (cos 0 — i sin 6)"
=cos 0 cos 0’ — sin 0 sin 6" + i (sin O cos A" ' ~ns O sin @) — (cos(— ) + i sin (— 0))" = cos (— nf) + 1 sin (— nb).
| =cos (0 + 0) +isin (0 + ¢). ) ) ' )
1‘ 1l en résulte, quel que soit I'entier relatif p :
‘ Ainsi (figure 6) : arg zz = argz +argz (2m)
1 (cos 0 + i sin )" = cos p0 + i sin pd
3. L’égalité 0 +1isin 0 0 —isin ) = 1 s’écrit : ) .
o )(c;)s i sin 6) b Cette formule est appelée formule de Moivre. Si on remplace 6 par — (), on obtient :
cosO+isin6 eos {— B} + 1800 (= 6% (cos 6 — i sin 0)" = cos pf — i sin p

1
Elle montre que pour tout complexe z de module 1, on a: arg ~ = —argz (2m). Exemples

De plus, si |z| = 1, alors z = 1 Finalement : e 1 est le nombre complexe de module 1 et d’argument O.
zZ

| o i est le nombre complexe de module 1 d’argument g

1
si |z] =1, arg2=arg2=—argz (2m)

e — i est le nombre complexe de module 1 d’argument — g

e — 1 est le nombre complexe de module 1 et d’argument .

, . . 1 o 5
Il en résulte que si |z| = 1, les images de z et de — sont symétriques par rapport a x’Ox
z

(figure 7). o i =g+ising ; iP=cosm+isint=—1; i
*
3n .. 3 . _ . ‘
HH P : : : i3=cos—n+1sm—n=—1 ; i*=cos2n +isin 2w = 1. |
| | : ! 1 Plus généralement : i*" = 1, i*"*! =i, i**2 = —1, i*"*" = —| 1
£ e Sij désigne le nombre complexe de module 1 ||
3 2n i
et d’argument 3 ona: ! |
.‘ 1 ] l
. : . 2 L. 2 ! |
iSRRI P | : ] =cos—n+1sm—n, | \
gzt 3 3 | |
i i j? = cos 47t—i—'si p 'l+ |
= — 1sln — ! {
| | | : ! 3 3 L ﬁ
dEEtiR It setecety j*> =cos 2m + i sin 2%, soit : shle |
Zi=l=

! fisE g dERieEneon Z '——l—f—iﬁ o 1 \/§ 3 jz—_—j‘ !

Figure 7 : 1= 2 27 = 2 17’ =2 j Raat.  Figure 8 !




64

3/ Nombres complexes

Par suite : P, P P el

A noter que : 1+j+j*=0.
REMARQUE : Si n est un entier naturel non nul et k un entier relatif on a :

2k 2km \"
(cos i + 1 sin _n) = cos 2kn + i sin 2kmt = 1.
n n

ARGUMENTS D'UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL

. z
Pour tout nombre complexe non nul z, le quotient ﬂ est un nombre complexe de
z

module 1.

DEFINITION 6 I

4

On appelle argument d’un nombre complexe z non nul tout argument du quotient e
2

. z . .
Si 6 est un argument de z, on aﬂ =cos 0 +1sin 0, d’ou :
ba

z = |z] (cos @ + i sin 0)

C’est I’écriture trigonométrique du nombre complexe non nul z.
Si 6 est un argument de z, ’ensemble des arguments de z est 'ensemble des réels égaux a
0 modulo 2x. On note :

argz=0 (2n). : e REEs M(z)

Interprétation géométrique
Désignons par M limage i : N( z )
du nombre complexe non Enes T : JzEH
zZ ! , 1} 6 T

nul z et par N I'image de ]

(figure 9).
Les arguments de z sont
les mesures en radian de

Iangle (¢,,0N), Cest-a-dire
les mesures de Iangle

(€;, OM). ‘ Ee i : Figure 9

Egalité de deux nombres complexes

Pour que deux nombres complexes z et 7’ soient égaux, il faut et il suffit que :

lzl=1z]=0 ou (lz]=1z|#0 et argz=argz (2m))

La condition est évidemment nécessaire. Montrons qu’elle est suffisante.

En effet, si z et 2’ ne sont pas nuls et vérifient |z| =|z/|=r et argz=argz (2m),
posons 0 = arg z et ' = arg 7.
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Ona: z=|z| (cos @ +isin 0) et z' =|z/| (cos § +1sin &),
soit : z=r(cos 0 +isinf) et z' =r(cosf +1isin 0).
De plus, il existe un entier relatif k tel que 8" = 6 + 2kn; donc :
cos 0 = cos (0 + k2m) = cos 0 et sin 6" = sin (6 + k2m) = sin 0.
Par suite, z' =r(cos f +isin @), dou z=7"

Recherche d’une forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul

1° Soit z = a + ib, avec (a, b)e R?, un nombre complexe non nul.

z a b
Ona |z|=./a®>+b*+#0; donc —= +i .
lzl  Ja®>+b> . Ja*+b*

Si argz=0 (2r), ona z=]|z| (cos § +isinf), dou:

z & e
|—|=COSQ+ISII19.
z

. a . b
Par suite : cos 0 =————— et sinf=

JJa* + b? Ja® +b*

La connaissance de cos 0 et sin 6 détermine les arguments 0 de z.

2° Soit z = p(cos 6 + i sin 6), ou p est un nombre réel :
e Sip=0, z=0.
eSip>0, |zZl=p et argz=0 (2n).
e Sip<0, z=(—p)(—cosf —1isin0)
= (— p)(cos (0 + m) + i sin (0 + m)).
Donc : o lzl = —p et argz=0+mn (2m).

Propriétés
1. Soit z et z’ des nombres complexes non nuls d’érguments respectifs 0 et 0" :
z=|z| (cos O +isin f) et .z’ =|z/| (cos ' +isin 0.
On a: zz' = |z| |Z| (cos 6 + i sin f)(cos 6 + i sin 0"), d’ou :
zz" = |z| |2’| (cos (0 + 0) + i sin (0 + 0")).

Ainsi : arg 7z = arg z + arg 7’ (2m)

2. Plus généralement, si z,, z,, ..., z, sont des nombres complexes non nuls, on a :
arg (z,z, .. z,) = arg z, + arg z, + .. + arg z, (2m).

En particulier, si z est un nombre complexe non nul et n un entier naturel non nul :

arg 2" =nargz (2m)

3. Soit z un nombre complexe non nul.
Ona: zz'!=1argl=0 (2n); donc argzz '=0 (2n)

1

Or: argzz '=argz+argz ' (2m); parsuite, argz+argz '=0 (2nm),

d’ou : argz 1= —argz (2n)
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4. Soit zun nombre complexe non

nul,z son conjugué et M et N leurs : 2 : FE e P
points-images respectifs. On a i HEEaE Eak “M(z2)
(figure 10) : | : 5 i
. e u 82
(215 ON) = - (-él: OM) (27[),
d’ou : | e
et o e, X
argz = —argz (2n) 1
‘ 3
‘ :
\ NG
5. Soit z et z/ deux nombres ¥ Figure 10
complexes non nuls :
Z 1 1
arg — = arg z| — | = arg z + arg — (2m),
z z z
Y 4 ’
d’ou : arg — =argz —arg z” (2m)
%
; . 1
Il en résulte, pour tout entier naturel n non nul : arg — = —arg z" (2n), et donc :
z
1
arg 7 =—nargz (2m)

1 - ; .
Comme on a posé =2 "et z° = 1, on a pour tout entier relatif p :

arg z’ =pargz (2n)

6. Les nombres réels positifs non nuls sont les nombres complexes d’argument 0.
Les nombres réels négatifs non nuls sont les nombres complexes d’arguments .

: ;g T
Les nombres complexes imaginaires purs sont les nombres complexes d’arguments 5

OL13—7t
7

INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE 7 -

M/
Soit z et z” deux nombres complexes distincts /
d’images respectives M et M’ dans le repere M
orthonormal direct (0, OA, OB), et soit N
I'image de z’ — z (figure 11). B N
A
On a:
ON = MM, |2 —z| = ON, i,

arg (z — z) = (04, ON) (2n). Figure 11
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Par suite :
Pour tous nombres complexes distincts z et z” d’images respectives M et M’, on a, A étant
Pimage du nombre 1 :

” —zl=MM et arg (¢ —7) = (04, MM) (2m).

Considérons trois nombres complexes z, z, z, d'images respectives M, M|, M, dans un

repére orthonormal direct (O, ey, €,). On suppose z # z, et z # z,.
1° Démontrer :
z—zy| MM,

- MM,

et arg <Z_Zl>=(MMZ, MM{) (2n).
z— 2z, z— 12z,
2° On suppose z; = 2 — 3i et z, = i. Déterminer 'ensemble des points M tels que :

z—2z4

a) =3;

Z— Zy
Z—Zy _E .
b) arg <Z _ Zz) - 3 (27[),

c) =3 et arg <ﬂ> — (2m).

zZ— 2z, 3

zZ— 2z

zZ—z,

NOTATION  ei?

Pour tout nombre réel 0 on pose :

e = cos 0 + i sin 0

1. Cette notation vérifie les régles opératoires suivantes :
o @19 = ¢ &% car cos (0 4+ 0') +isin (0 + 0) = (cos O + i sin O)(cos 0 + i sin 6.
e €%= 1; plus précisément, e = 1 si, et seulementsi =0 (2n).

=1

ST

ei
° ei" =—1
o €7 =cos (—0)+isin(—6) =cos @ —isin h, Ccest-a-dire €'~ = ¢l
—i0 0 —i6

Si on pose : e = €79 on a donc e’ =¢

o €% =¢ si, et seulementsi 0 =0 (2n).

2. Formules d’Euler
De e*=cosx+isinx et e ™ =cosx—isinx, il résulte:

1 . ) 1 . )
cos X = 2 e+ e ™); sinx= 2 (e*—e™ ™)

3. La formule de Moivre s’écrit, pour tout entier relatif p : (¢')? = e'??.

4. Dérivée de la fonction 7 — e
Une application F d’un intervalle I de R dans C s’écrit :

F(t)=F(t) +1F,(t), ou F,(t)=Re F(t) et F,(t)=1Im F(¢).
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Par définition F est dérivableen ¢ si F et
F, sont dérivables en ¢; dans ce cas, la :
dérivée de F en t, notée F'(t) est donnée B T X
par : F'(t) = Fi(t) + iF5(t). :

Appliquons cette définition a la fonction i [ =
@:t— e’ =cost+1isint.

Les fonctions cos et sin étant dérivables o s
en chaque point de R, ¢ est donc
dérivable en tout réel ¢ et on a : ’
@'(t)= —sint +1icost
F+e)vian(3+) ;
=cos|-+¢t]|+1sm|-+1).
2 2 Figure 12

On constate que ¢'(f) =i e™.

deit
de

=ie"

Formellement on écrit :

5. Si dans I’écriture trigonométrique de tout nombre complexe non nul z d’argument 6,
on utilise la notation e, on obtient : z = |z| *’.

Si z = p €' ou p et 0 sont des nombres réels, on a :

o lorsque p=0: z=0;

o lorsque p>0: |zl=p et argz=0 (2n);

o lorsque p<0: |z]=—p et argz=0+mn (2m).

REMARQUES :
Soit f(t) = a €**, o a est un réel positif et w un réel non nul.

1. f(¢) définit un mouvement circulaire uniforme sur le cercle de centre O et de rayon a, de période
2n X
—, de pulsation w.
)
Re (f(1)) = a cos wt définit un mouvement rectiligne vibratoire de centre O, d’amplitude a et de
L. 2n
période —.
o)

2. f(0) = aiw &, f"(t) = — aw? e, dou : ["(t) + w’f(t) = 0.
Si Pon pose g(t) = Re (f(t)) et h(t) = Re (g(t)), g et h sont solutions de I'équation différentielle :

Y +a?y=0 0

On démontre, et 'on admettra, que toute solution réelle de I'équation différentielle (1) s’écrit sous la
forme Ag(t) + ph(t), ou A et u sont des réels quelconques. Toute solution réelle de (1) s’écrit aussi
sous la forme C cos (wt — ), ou C et ¢ sont des réels quelconques.

Exercices résolus

1. Mettre sous forme trigonométrique les nombres complexes : z =141,z =1 — i
1 i 1 i
On a: Z= 2(—+—> et z/'= 2(————).
V2 oA & NN
Par suite : z = \/i(cos g +1sin Z—), i \/E[cos <_ %) +1sin <_ g):l
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2. Déterminer le module et ’argument des nombres complexes suivants :

3 " Zy
zl=\/§—1; z,=1—1; z=—.

Za

s T
En dédui — et sin —.
n déduire cos 1 et sin P

3 i 1 i
1° Onazl=2<\/7——%>et22=\/§<ﬁ—ﬁ

11 7
Dou argz;,=—mn (2m) et argz, = Tn (2m).

), puisque |z,| =2 et |z,| = \/5

6
11 7
Donc |z| = \/5 et argz=—m— = (2m), soit argz= i (2m).
6 4 12
.. s ... T
Ainsi : z= \/E(cos T + isin E)

2° En utilisant les régles de calcul dans le corps C, on a :

S3-i (B-d+i) JB+1 L /3-1
=i d-yi+y 2 ‘T2
Ainsiz=\/§(\fj§1+i\f\/_§1>=\/§<\/gzﬁ+i\/g;ﬁ>.

On conclut de /° et 2° que :

zZ =

—Mi et si

4

NEN]

COSl_ 71:__
2 "7 4.

Dans le plan muni d’un repére orthonormal
direct (0, e,, ¢,), le point-image M d’un ] O —
nombre complexe z écrit sous la forme
algébrique x + iy (xR, y € R) est défini par
ses coordonnées (x, y), dites cartésiennes, ou
rectangulaires.

Si z est exprimé sous la forme trigonomé-
trique r(cos 6 + isin 0), le point M est >
défini par le couple (r, 0) :

OM=r et (¢,,0M)=0 (2n). Figure 13

On dit que r et 6 sont les coordonnées polaires du point M par rapport a I'axe (0O, ¢;).

Les calculatrices de référence permettent de calculer les coordonnées polaires a partir des
coordonnées rectangulaires et inversement. Elles permettent donc de passer de I'une a
l’autre des deux écritures x + iy et r(cos 6 + i sin 0).

Il convient au préalable de placer la calculatrice dans le mode correspondant a I'unité
d’angle choisie : degré, grade ou radian.




