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Exercice 0. Restitution des connaissances (3 points)
La norme d’un vecteur u € R™ est définie par ||u| = /u - u.

(A) Dans R?, si u = (”;) alors |Jul| = /22 + y2.

T
(B) Dans R3,siu= [y | alors |jul| = /22 +y? + 22.
2

(©€) |lv] = VO +16 =5.

(D) Definition 1 On dit qu’une base de R™ est orthonormée si ses vecteurs
sont deuz a deux orthogonaux et de norme 1.

(E) On écrit :
Ul =v2/4+2/4=1
VI =+/3/9+3/9+3/9=1
W = 1/6/36 +6/36 +6/9 =1

Les trois vecteurs sont de norme 1.
On calcule le produit scalaire de U et V : U.V = ‘/75 X (—@) + % X

? +0 = 0 et de méme pour U.W et V.W. On remarque que les vecteurs
sont deux a deux orthogonaux.

Exercice 2 : Intersection de plans (5 points)

1. Les vecteurs normaux & ces deux plans ont pour coordonnées (1,1,1) et
(1,-1, 5) et ne sont pas colinéaires. Les plans se coupent donc selon une
droite qui est représenté par le systeme :

r+yt+z=2 r+y=—2+2 2 = —62 4+ 6(Ly < Ly + Lo)
z—y+52=4 z—y=-52+4 2y =4z —2(Ly + Ly — Ly)

z=-3z+3
<f’>{sz—1



En posant z = k,

rz=-3k+3
y=2k—1
2=k

C’est la droite passant par le point (3,-1,0) et dirigé par le vecteur de
coordonnées (-3,2,1).

. Les plans d’équations z +y— 2z = 1 et x —y — 42 = 3 ont des vecteurs
normaux non colinéaires et leur intersection est une droite A.

On trouve par la méme méthode que la question précédente

A:{:c:3z+2

y=—2—1
Donc
z+y—22=1 r=32+4+2 r=8z+2
z—y—4z=3 & y=—z-—1 & y=—g=1
20 +3y—32=1 23z2+2)+3(—2—-1)—3z=1 Oxz=0

La derniere équation est vérifiée pour tout z réel, le systeme a une
infinité de solutions :

S={Bz+2,—2—1,2),z € R}

En fait A est incluse dans le plan d’équation 2z 4 3y — 3z = 1, l'inter-
section des trois plans est donc cette droite A.

. En pivot de Gauss, on effectue les opérations suivantes :

L2 (—2[/1 —LQ
L3 < 5L1 —L3
Puis
L2 (—L2/3
L3 (—L3/3
On obtient
z+y—z=-4
y=-2
—2—2z2=-8
g= 1
y=—2
z2=23

2



EXERCICE 1

—
1) Les vecteurs AB et A_? ont pour coordonnées respectives (1,-1,-1) et (2,-5,-3).

— —
Q] existe un réel k tel que AC = kAB, alors k = 2 & partir de la premiére coordonnée et —k = =5 ou _encore k=54
partir de la deuxiéme coordonnée. Ceci est impossible et il n’existe donc pas de réel k tel que AC = kAB.

On en déduit que les vecteurs AB) et Aa ne sont pas colinéaires ou encore

| les points A, B et C ne sont pas alignés. I

2) Ainsi, les trois points A, B et C définissent un unique plan.

a)

TAB=2xT14(=1)x (=1)+3x(=1)=2+1-3=0
et
TAC=2x2+4(=1)x (=5) +3x (=3) =4+5-9=0.

Ainsi, le vecteur U est orthogonal & deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC) et donc le le vecteur T est orthogonal
au plan (ABC) ou encore

la droite A est orthogonale au plan (ABC).

b) Le plan (ABC) est le plan passant par A(0,4,1) et de vecteur directeur -11)(2,—1 ,3). Une équation cartésienne de
ce plan est 2(x —0) — (y —4) +3(z— 1) = 0 ou encore

une équation cartésienne du plan (ABC) est 2x —y+ 3z + 1=0.

c) A est la droite passant par D(7, —1,4) et de vecteur directeur T(2,—1,3). Une représentation paramétrique de la
droite A est donc

d) Soit M(7 +2t,—1 —t,4+3t), te R, un point de A.

M€ (ABC) @ 2(7+2t) — (-1 —t) +3(4+3t) +1=0& 14t +28=0 6t =—1.

Quand t = —2, on obtient le point de coordonnées (3,1,—2).

Le point H a pour coordonnées (3,1,—2).

3) a) &) est un plan de vecteur normal 77(1,1,1) et &y est un plan de vecteur normal 73(1,4,0).
Les vecteurs TT1) et TTZ) ne sont pas colinéaires et donc

| les plans 2 et &, sont sécants en une droite. I

b) Soit M(—4t—2,t,3t+2), t €R, un point de d.

(=4t —2)+(t)+(3t+2)=0

et

(=4t —2) +4(t)+2=0.
Ainsi, tout point de d appartient & &7 et 2, et donc

l la droite d est la droite d’intersection des plans & el 92_. .




Exercice 3 : Produit vectoriel (3 points)

1. Soient (a;0;0) et @(b;c;0) dans (O,f,f, E)
@ A @ a pour coordonnées (0 — 0;0 — 0; ac — 0), c’est-a-dire (0;0; ac)
(@ A W) AW a pour coordonnées (0 — ac? ach — 0;0 — 0) c’est-a-dire
(—ac?; ach; 0).
On a aussi 4.4 = ab, et ||w|| = b + 2.
D’ol (d@.4).% et ||w||*@ ont pour coordonnées respectives (abb; abc;0)
et ((b* + ¢*)a; 0;0).
(d@.0).0 — ||w||*T a pour coordonnées (—ac?; abc; 0) Donc

—

(@ A W) A& = (d.0)d — ||J])*a (1)
2. a. Si ug existe, il vérifie (?7?), c-a-d :

() A T) AT = (1. 0) T — || ]2

Ici, on impose ug.w = 0 et ug AW = .
Alors il faut : 7A@ = —||d||*up.

Réciproquement, soit ug = —”Tlng-(f/\ W= ||qr}||2“7 AT
ug est orthogonal & @ car colinéaire & ¥ A 0.

Vérifie-t-il ug AW = 07

up AW = —W(ﬁ/\ W) A : on retrouve (?7?).
o AT = — i | (0.40).0 —||5||?9]

0 car w est orthogonal & @ par hypothese
On a donc bien ug A W = 7.
U et W étant orthogonaux, il existe un seul vecteur gy orthogonal & o/
vérifiant ug A W = ¥ c’est vy = ﬁgﬂ_j AT
b. On recherche ’ensemble des vecteurs 4 tel que & A W = .
Or on sait ug A W = .
On a donc par différence : “A @ =¥ < (4 — up) A = 0.
Le produit vectoriel est nul ssi (Z—1up) est colinéaire & @. Donc ug AW =
U & (U—up) = ki, k € R.
Les vecteurs v tels que @ A W = ¥ sont définis par & = up + kw avec
Uy = ﬁgu‘i AU, keR



EXERCICE L': corrigé

Proposition 1 FAUX
Proposition 2 VRAI
Proposition 3 FAUX
Proposition 4 FAUX

L’espace est muni d’un repére orthonormé (O, _i), ?, ?)
On considére les points A(1; 2; 5), B(=1; 6; 4), C(7; —10; 8) et D(—1; 3; 4).

Justification 1 : Les points A, B et C ont pour coordonnées respectives les points (1 ; 2 ; 5), (=1 ; 6 ; 4) et
(7; =10 8). Les c_cﬂrdonnég)du vecteur AB sont (—2:‘2)—1 )ﬂ les coordonnées du vecteur AC sont (6,—12,3).

On note alors que AC = —3AB. Par suite, les vecteurs AB et AC sont colinéaires ou encore les points A, B et C sont
alignés.

On sait alors que les points A, B et C ne définissent pas un unique plan. La proposition 1 est fausse.

Justification 2 : Soit (P) le plan d’équation cartésienne x — 2z + 9 = 0.

exa—2za +9=1—104+9 =0. Donc le point A appartient au plan (P).
exp —2zg +9=—1—8+9=0. Donc le point B appartient au plan (P).
exp —2zp +9=—1—8+9 =0. Donc le point D appartient au plan (P).

Les points A, B et D appartiennent au plan (P). Puisque les points A, B et D définissent un unique plan, une équation
cartésienne du plan (ABD) est x — 2z + 9 = 0. La proposition 2 est vraie.

Justification 3 : S’il existe un réel t tel que

3
XA zt—s
ya =-—3t+14 |
z —3t+2
=3

3
alors en particulier, —zt +2=>5et donc t = —2 et aussi —3t+ 14 = 2 et donc t = 4. Ceci est impossible et donc le

3
X = zt -5
point A n’appartient pas & la droite de représentation paramétrique < y=—3t+ 14 , t € R. La proposition 3 est
3
z=—=t+2
7 +

fausse.

Justification 4 : Un vecteur normal au plan 2 est le vecteur T (2,—1,5) et un vecteur normal au plan 2’ est le
-ﬁ

vecteur n/(—3,—1,1).

Les vecteurs T et n’ ne sont pas colinéaires et donc les plans 22 et 2’ ne sont pas paralléles. La proposition 4 est

fausse.



