L3 Mathématiques Générales

Intégration et transformée de Fourier

Exercices et indications

Chapitre 1. Introduction

Exercice 1. (Convergence/non convergence de 'intégrale)
Soit (fn)n la suite de fonctions définies par

ne, x € [0,1/n]
fulx) = n(%—x), x € ]1/n,2/n]
0, x €)2/n,1].

1. Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (fy),. Peut-on passer a la limite
sous le signe intégral ?

2. Meémes questions pour la suite de fonctions (g, )n, avec g, = nfn,n > 2.

Exercice 2. (Limite inférieure/supérieure)
Soit (xy,)n une suite réelle. On définit les suites (ap)n, (bn)n par
ap = inf 2, € R, b, =supz; € R.
k>n k>n
1. Montrer que (ay,)n est une suite croissante et que (by,), est une suite décroissante.
On appelle la limite inférieure de la suite (zy,),, notée liminf,,_, | o x,, la limite de la suite

(an)n

liminfz, = lim a,.
n—-+o0o n—-+00

On appelle la limite supérieure de la suite (z,),, notée limsup,, ., ,, la limite de la
suite (by)n

limsupx, = lim b,.

n—-+00 n—+00
On appelle valeur d’adhérence (v.a.) de la suite (z,,),, tout I € R qui est la limite d'une
sous suite extraite de (xy, ).

2. Montrer que la limite inférieure de (z,,), est la plus petite v.a. de (z,,), et que la limite

supérieure de (x,), est la plus grande v.a. de (zy,),.

3. Montrer qu’une suite (x, ), admet une limite dans R ssiliminf,, | o =, = lim SUP, o0 Tn-
4. Soit (yn)n une autre suite de réels et on suppose que liminf, o, + liminf, 1o yn,
limsup,, ;o0 Tn + limsup,, , ., yn sont bien définis dans R (autrement dit on se place
dans les cas autres que oo — 00). Montrer les inégalités
liminf z,, + liminf y,, < liminf(x, + y,) < limsup(z, + y,) < limsup z,, + lim sup yy,.
n—o0 n—oo n—+00 n—-+00 n—00 n—00
5. En déduire que si les suites (2, )n, (yn)n admettent des limites (dans R, pour simplifier),
alors la suite (x, + yn)n admet une limite (dans R) et que

wp(Tn T o) = Bp an b B b



6. Généraliser le résultat du point précédent au cas des limites dans R.

7. Soient (2 )n, (Yn)n deux suites a valeurs positives. Montrer que

(hminf Tn) (hmJlrnf Yn) < hm 1nf(xnyn) < limsup(zny,) < (limsup x,, ) (lim sup yy,).

n—100 n—+o00 n—+o00 n—+o00

8. Soit A > 0, < 0. Montrer que

liminf(Azy,) = Aliminf z,,, limsup(Az,) = Alimsup z,,
n—+00 n—+00 n—+o0 n—+o0

et que

liminf(pux,) = plimsup z,, limsup(pz,) = pliminf z,.
n—r+00 n—+00 n—+o0o n—+00

9. Soit F' : I — R une fonction continue, croissante, définie dans un intervalle fermé borné
I C R. Montrer que

liminf F(z,) = F(liminf z,), limsup F(z,) = F(limsup z,).

n—r+o0 n—r+o0 n—+o00 n—+o00

10. Formuler et démontrer le méme type de résultat pour une fonction G : I — R continue,
mais décroissante, définie dans un intervalle fermé bornée I.

Exercice 3. (Fonctions caractéristiques)
Soient E un ensemble et A, B, C' trois parties de F.
1. Montrer que 14n5 = 1415.
Montrer que 14y =14+ 15 — 1 4nB.
Montrer que 14 =1 — 14, avec A° = E \ A.
Montrer que 145 = 14(1 — 1p).
Montrer que 14ap = 14+ 1p — 21415 = (14 — 15)?, avec AAB = (A\ B)U (B \ A).
Montrer que A = B ssi 14 = 1p.
Montrer que AAB = BAA et que (AAB)AC = AA(BAC).
Montrer que (AU B)¢ = A°N B¢ (AN B)¢ = A°U B°.

® N e N

Exercice 4. (Limite inférieure/supérieure d’ensembles)
Soit (Ay)n une suite de parties d’'un ensemble E. On note

EQESEA”: U m A, limsup A4, = ﬂ U Ap.

neNk>n n—+00 neNk>n

1. On suppose la suite (4, ), monotone, c’est-a-dire que A,, C A,+1 pour tout n € N, ou que
Apt1 C A, pour tout n € N. Exprimer liminf,, . A, et limsup,_,, ., A, en fonction
de U, en An et (Npen 4

2. Méme question que précédemment si la suite est définie par Ag, = A et Aypr1 = B,p €N,
A, B étant deux parties de E.

3. Montrer que

Liimsupa,, = limsup1y4,, hm inf A,, C limsup A, liminfa, =liminfly .
n—+oo n—+o00 —+00 n—+o0o n—+0o0 n—+00

4. Montrer que

liminfA, ={z € E : ZIAC ) < +oo}, limsupA, ={zx € FE : ZlA = 4o00}.

n—-+4o0o
neN nFoo neN



Chapitre 2. Tribus et mesures

Exercice 5. (Partie infinie d’'un ensemble dénombrable)
1. Montrer que toute partie infinie de N est un ensemble dénombrable.

2. Montrer que toute partie infinie au plus dénombrable est dénombrable.

Exercice 6. (Produit fini d’ensembles dénombrables)
1. Montrer que N2 est dénombrable.
2. Montrer que N¥ est dénombrable pour tout k > 2.

3. En déduire que le produit d’un nombre fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Exercice 7.
Montrer que I’ensemble des nombres rationnels est dénombrable.

Exercice 8. (Réunion dénombrable d’ensembles dénombrables)
Soit (Ep)nen une famille dénombrable de parties dénombrables d’un ensemble E. Montrer que
Unen En est dénombrable.

Exercice 9. (Cantor)
Montrer que I’ensemble des nombres réels n’est pas dénombrable.

Exercice 10. (Cantor)
Soit F un ensemble. Alors F n’est pas équipotent a ’ensemble P(E).

Exercice 11. (Caractérisation d’une tribu)
Soit £ un ensemble.

1. Soit T une partie de P(F) stable par union dénombrable, stable par passage au complé-
mentaire et telle que ) € T. Montrer que T est une tribu, c’est-a-dire qu’elle vérifie aussi
E €T et qu’elle est stable par intersection dénombrable.

2. L’ensemble des parties finies de E est-il tribu ?

Exercice 12. (Tribu engendrée)
Soit E un ensemble.

1. Montrer qu’une intersection quelconque de tribus sur E est une tribu sur E.

2. Soit A C P(E). On note T 4 l'intersection de toutes les tribus sur £ contenant A. Montrer
que T4 est la plus petite des tribus contenant A (c’est la tribu engendrée par A).

3. Montrer que si A est une tribu sur E, alors T'(A) = A.

4. Soient A et B C P(FE) et Ty, T les tribus engendrées par A et 5. Montrer que si A C B
alors Ty C Tp.

5. Montrer que si A C B C T'(A), alors T(A) = T'(B).

Exercice 13. (Tribu trace)

1. Soit T une tribu sur un ensemble E et F' C E. Montrer que Tr = {ANF, A € T} est
une tribu sur F' (la tribu trace de T" sur F').



2. Si E est un espace topologique et T = B(FE) est la tribu borélienne de E, montrer que
la tribu trace sur F', notée Tr, est la tribu engendrée par la topologie trace sur F' (tribu
borélienne de F', notée B(F).

Indication : Montrer que B(F) C Tp. Pour montrer que Tr C B(F'), considérer C =
{AeP(E),ANF € B(F)} et montrer que C est une tribu sur £ contenant les ouvers de
E.

3. Si F' est un borélien de E, montrer que Tr est égale & I’ensemble des boréliens de E

contenus dans F'.

Exercice 14. (Tribu image)
Soient E et F' des ensembles. Pour A C P(E) (resp. P(F)) on note T'(A) la tribu de E (resp.
F) engendrée par A. Soit f: E — F une application.
1. Soit T’ une tribu sur F. On pose f~Y(T') = {f~Y(B),B € T'}. Montrer que f~1(T")
est une tribu sur F (c’est la tribu image réciproque de T/ par f).
2. Soit T une tribu sur E. On pose T’ = {B C F, f~1(B) € T}. Montrer que T est une
tribu sur F' (c’est la tribu image directe de T par f).
3. Soit C un ensemble de parties de F. On pose f~1(C) = {f~1(B), B € C}. Montrer que
T(f71(C)) = [ HT(C)).
Indication : On pourra montrer d’abord que T'(f~1(C)) C f~%(T(C)). Puis, pour mon-
trer que f~1(T(C)) c T(f~*(C)), montrer que {G C F,f~Y(G) € T(f~1(C))} est une
tribu contenant C.

Exercice 15. (Tribu borélienne sur R?)
On note T la tribu sur R? engendrée par {Ax B : A, B € B(R)}. On va montrer que T' = B(R?)}.

1. Montrer que tout ouvert de R? est une union au plus dénombrable de produits d’intervalles
ouverts de R. En déduire que B(R?) c T..

2. Soit A un ouvert de R et Ty = {B € B(R) : A x B € B(R?)}. Montrer que T} est une
tribu sur R, contenant les ouverts de R. En déduire que 77 = B(R).

3. Soit B € B(R) et Th = {A € B(R) : A x B € B(R?)}. Montrer que Ty = B(R).
4. Montrer que T' C B(R?) et donc que T = B(R?).

Exercice 16. (Exemple de mesure)
Soit E' un ensemble infini non dénombrable. Pour toute partie A de E, on pose m(A) =0 si A
est au plus dénombrable, et m(A) = +oo sinon. L’application m est-elle une mesure sur P(E) ?

Exercice 17. (Exemple de probabilité)
Soit E = {xy, k € N} un ensemble infini, dénombrable et (py)x C [0,1] tel que >, cypr = 1.
1. Montrer que pour tout A € P(E), A # 0, on peut définir p(4) = >, . c 4Pk On pose
p(0) = 0.

2. Montrer que p définie précédemment est une probabilité.

Exercice 18. (Différence de deux unions)
Soit (E,T, m) un espace mesuré fini(i.e., m(E) < +o00) et (A,)n, (Bn)n des suites d’ensembles
mesurables tels que B, C A, pour tout n € N.
1. Montrer que
(UnGNAn) \ (UneNBn) - UnEN(An \ Bn)-

2. Montrer que

m(UnenAn) = m(UnenBn) < Y (m(An) — m(By)).
neN



Exercice 19. (Intersection d’ensembles pleins)
Soit (E, T, m) un espace mesuré fini et (A,), C T telle que, pour tout n € N, m(A,) = m(E).
Montrer que

m(NpenAn) = m(E).

Exercice 20. (Propriétés des mesures)

Soit (E,T,m) un espace mesuré. La mesure m vérifie les quatre propriétés suivantes.
1. Monotonie : Soit A, B € T, A C B. Alors m(A) < m(B).
2. o sous-additivité : Soit (Ay), C T. Alors

m(Undn) <Y m(Ap).

3. Continuité croissante : Soit (Ay), C T telle que A, C Apy1,n € N. Alors

m(Upd,) = lim m(A,) = sup m(Ay,).

n—+00 n——+o00

4. Continuité décroissante : Soit (Ay), C T telle que A,y C Ap,n € N et telle qu’il existe
no € N vérifiant m(A4,,) < +oo. Alors

m(NpAy) = lim m(A,) = inf m(A4,).

n—-4o00 n—+400

Exercice 21. (Limites inf et sup d’ensembles)
Soit (E,T,m) un espace mesuré et (Ay), C T. On rappelle que

liminf A;, = Upen Mp>n Ap, limsup A, = Npen Up>n Ap.
n—r+00 - n—+00 -

1. On suppose qu’il existe ng € N vérifiant m(Up>n,A4p) < +00. Montrer que :

m(liminf 4,) <liminf m(A,) < limsupm(A4,) < m(limsup A,).

n—>+00 n—r+00 n——+oo n——400
2. Donner un exemple pour lequel

m(limsup 4,) < limsupm(A4,).

n—-+o0o n—-+o0o

Indication : Dans (R, B(R),\) on prend A,, = [n,n + 1].

3. Donner un exemple avec m finie (c’est-a-dire m(E) < +o00) pour lequel

m(liminf 4,) < liminf m(A4,) < limsupm(A,) < m(limsup 4,).

n—+00 n—+00 n—+o00 n—+o0
Indication : Dans ([0,4], B(]0,4]), A) on prend Ay, = [0,2], Aop+1 = [1,4],n € N. On a

m(liminf A4,) =1, liminfm(A,) =2, limsupm(A4,) =3, m(limsup 4,) = 4.

n—+00 n—+00 n—+o0o n—+o00

4. On suppose que Y m(A,) < +00. Montrer que m(limsup,, ., A,) = 0.

Exercice 22. (Petit ouvert dense)

On considére I'espace mesuré (R, B(R), A). Soit € > 0. Peut-on construire un ouvert dense dans
R de mesure inférieure a € ?

Indication : I’ensemble des rationnels étant dénombrable, il existe une bijection ¢ : N — Q.
Ainsi Q = {¢(n) : n € N}. On considére 'ouvert O: = (J,,enl@(n) — a7z, () + sap=z |-



Exercice 23. (Une caractérisation de la mesure de Lebesgue)
Soit m une mesure sur B(R) telle que m([0, 1]) = 1 et pour tout intervalle I et tout = € R on ait

m(I)=m(I +z), avec [ +x ={a+x,a € I}.

Montrer que pour tout z € R nous avons m({z}) = 0 (i.e., m est diffuse). En déduire que m est
la mesure de Lebesgue sur B(R).

Indication : pour tout x € Ryn € N*, on a {z,z+1/n,...,x + (n — 1)/n,z + 1} C [x,z + 1]
et donc (n + 1)m({z}) < m(jz,z + 1]) = 1. On en déduit que m({z}) = 0. Ainsi m([0,1]) =
m([0,1]) = 1. On pourra découper [0,1] en n intervalles de longueur 1/n pour en déduire que
m([0,1/n]) = m([0,1/n[) = 1/n,n € N*, etc.

Chapitre 3. Fonctions mesurables

Exercice 24. (Caractérisation des fonctions mesurables)
Soit (E,T) un espace mesurable et f une application de E dans R.

1. Montrer que Ty = {B € P(R); f~'(B) € T} est une tribu.

2. Soit C un ensemble qui engendre B(R). Montrer que les deux assertions suivantes sont
équivalentes

(a) L’application f est mesurable;
(b) Pour tout C € Cona f1(C)eT.

Exercice 25. (Composition de fonctions mesurables)

Soit (E,T),(F,S) deux espaces mesurables, f : £ — F, ¢ : FF — R (R muni de la tribu
borélienne). On suppose que f et ¢ sont mesurables. Montrer que ¢o f est mesurable (de E dans
R).

Exercice 26. (R ou R} ...)

Soit ¢ : R — R, ¢ > 0. On munit R (au départ et a l’arrivée) de la tribu borélienne. Montrer
que ¢ est mesurable (on dit aussi borélienne) si et seulement si ¢ est mesurable quand on la
considére comme une application de R dans R, (R, étant aussi muni de la tribu borélienne).
Indication : on peut utiliser les caractérisations suivantes

1. Soit B C R,. Alors B € B(R,) ssi BNR est un borélien de R.
2. Soit A C R;. Alors A € B(R,) si et seulement s'il existe B € B(R) tel que A = B ou
A = BU {+oc0}.

Exercice 27. (Stabilité de M)

1. Soient (E,T),(E',T"),(E",T") des espaces mesurables, f : E — FE', g : E/ — E”. On
suppose que f, g sont mesurables. Montrer que g o f est une application mesurable de

E— E".

2. Soit (E,T) un espace mesurable, on munit R de la tribu des boréliens B(R). Soient f,g
des fonctions mesurables de F dans R.

(a) Montrer que f*, f~ sont des fonctions mesurables de E dans R.



(b) Soient (E,T') un espace mesurable, (fy)n une suite de fonctions mesurables de E dans
R. On suppose que la suite (f,(z)), converge (dans R) pour tout z € E. On pose
f(x) = limy 400 fn(x) pour tout z € E. Montrer que f est une fonction mesurable
de E dans R.

Indication : montrer d’abord la stabilité de M par passage a 'infimum et supremum.

(c) Montrer que f + g, fg,|f] sont des fonctions mesurables de E dans R.
Indication : une fonction de E dans R est mesurable ssi elle est la limite d’une suite
de fonctions étagées.

(d) Soit (E,T) un espace mesurable, on suppose qu’il existe A € T" dont les sous-ensembles
ne soient pas tous mesurables. Il existe donc B C A tel que B ¢ T. Montrer que
h =1p — 14 p n’est pas mesurable (de £ dans R), alors que |h| I'est.

Exercice 28. (Mesurabilité des fonctions continues)
Soit f une application de R dans R. On munit R (au départ et a l'arrivée) de la tribu borélienne.
1. On suppose f continue. Montrer que f est mesurable (on dit aussi que f est borélienne) ;

2. On suppose f continue a droite (resp. a gauche). Montrer que f est mesurable;
Indication : On suppose f continue & droite. Pour n € N* on définit f,, par

0 stz < -—n
falz) =9 f(B) si % <z <P pef{-n*+1,.,n%
0 six>n

de sorte que

On a f, € £ Pour n > |z| on a fy(x) = f(£) avec pn;l <z < 2 Comme f est continue
a droite en z, on a donc f,(z) = f(z) quand n — +oc.

3. On suppose f croissante. Montrer que f est mesurable.
Indication : pour tout @ € R, A = f~1([a, +00[) est un intervalle, donc un borélien. En
effet on montrer que si a = inf A, alors Ja, +00[C A C [a, +00][.

Exercice 29.
Soit A une tribu sur un ensemble E.

1. Soit A € Atel que: B € Aet B C A implique B = () ou B = A. Montrer que toute
fonction mesurable (de E dans R) est constante sur A.

2. On suppose dans cette question que A est engendrée par une partition, montrer qu’une
fonction mesurable est constante sur chaque élément de la partition.

3. Donner un exemple de fonction constante sur tout élément d’une partition mais qui ne
soit pas mesurable pour la tribu engendrée par cette partition. [Prendre comme partition
de R tous les singletons]|

Exercice 30. (Mesurabilité de 1g)
On munit R de sa tribu borélienne. La fonction 1g est-elle mesurable ?

Exercice 31. (Egalité presque partout)

1. Soient f et g des fonctions continues de R dans R et A la mesure de Lebesgue. Montrer
que f=g App.ssi f=g.



2. Soient f et g des fonctions de R dans R et §y la mesure de Dirac en 0. Montrer que f = g
do p-p- ssi f(0) = g(0).

Exercice 32. (Convergence en mesure)
Soient (E,T,m) un espace mesuré, (fy,), une suite de fonctions mesurables de E dans R.

1. Montrer que s’il existe f et g fonctions mesurables de E dans R telles que (f,,), converge
en mesure vers f et g, alors f = g p.p.;
Indication : On pourra commencer par montrer que, pour tout § > 0, m({z € E;|f(x)—
g(z)| > 6}) = 0.

2. Montrer que si (f,)n, C M converge en mesure vers f € M et (g,), C M converge en
mesure vers g € M, alors (f,, + gn)n C M converge en mesure vers f + g € M;

3. On suppose maintenant que m est une mesure finie. Montrer que si (fy), C M converge
en mesure vers f € M et (gn)n C M converge en mesure vers g € M, alors (fngn)n C M
converge en mesure vers fg € M
Indication : On pourra commencer par montrer que, si (f,), C M converge en mesure
vers f € M, alors pour tout € > 0, il existe ng, kg € N tels que, si n > ng,k > kg on a

m({z € E : |fu(z)| 2 k}) <e.

Donner un contre-exemple au résultat précédent lorsque m(E) = +oo.
Indication : (E,T,m) = (R,B(R),\), fu(z) = 2,n € N*, g,(z) = 2,2 € R. Il est clair
que fp, — 0 en mesure, g, — g en mesure et f,g, 7 0 en mesure.

Exercice 33. (Convergence p.u. et convergence p.p.)

Soient (E,T,m) un espace mesuré, (f,), C M,f € M. On suppose que f, — f presque
uniformément (i.e., pour tout € > 0 il existe A € T tel que m(A) < ¢ et f, — f uniformément
sur A¢). Montrer que f,, — f p.p. quand n — +o0.

Exercice 34. (Théoréme d'Egorov)

Soient (E,T,m) un espace mesuré fini, (fy,), une suite de fonctions mesurables de E dans R et
f une fonction mesurable de F dans R. On suppose que f, — f p.p., lorsque n — +o00. Pour
j € N*,n € N on pose

1
AnJ' = {:c e F, . |f(a:) — fn(l’)’ > ;}, ij = UpznApJ'.

1. Montrer que & j fixé, limy, oo m(B, ;) =0;

2. Montrer que pour tout € > 0, il existe A tel que m(A) < e et f,, — f uniformément sur
A€ lorsque n — 400.
Indication : On cherchera A sous la forme Ujen« By, (jy j, avec un choix judicieux de n; :
m(Bn(j) ) < 57
Exercice 35. (Convergence en mesure et fonctions continues)
Soit (2,.4, m) un espace mesuré, (X,), une suite de fonctions mesurables de 2 dans R et X une
fonction mesurable de €2 dans R. On suppose que X,, — X en mesure, quand n — +00.

1. Soit ¢ une fonction uniformément continue de R dans R. Montrer que ¢(X,) — ¢(X) en
mesure, quand n — +00;

2. On suppose, dans cette question, que m est finie. Soit ¢ une fonction continue de R dans
R. Montrer que ¢(X,) = ¢(X) en mesure, quand n — 400.
Indication : On pourra commencer par remarquer que limg_ 1o m({|X| > a}) = 0.



3. On prend ici (22,4, m) = (R, B(R), \). Montrer, en donnat un exemple, qu’on peut avoir
X, — X en mesure et ¢(X,,) /4 ¢(X) en mesure pour certaines fonctions ¢ continues de
R dans R.
Indication : X (z) =z, X,,(z) =2+ 1/n,2 € R,n € N*, p(z) = 22,2 € R.

Exercice 36. (Mesurabilité des troncatures)
Soit (E,T) un espace mesurable et f : E — R une fonction mesurable. Pour a > 0, on définit la

fonction tronquée suivante
a si f(z) >a

fa(l') = f($) si |f(l‘)| <a

—a sl f(z) < —a.

Montrer que f, est mesurable.

Chapitre 4. Fonctions intégrables

Exercice 37.
Soit (E,T,m) un espace mesureé.
1. Soit f € M4 et A € T. On note fl4 € M, la fonction définie par fls(z) = f(x)
siz e Aet fly(z) = 0sixz € A% On définit [, fdm par [ f14 dm. On suppose que
m(A) =0. Alors [, fdm = 0.

2. Soit f,g € My telles que f =g p.p.. Alors [ fdm = [gdm.
3. Soit f € My telle que f =0 p.p.. Alors [ f dm = 0.

Exercice 38. (Sup de mesures)
Soit (E,T) un espace mesurable et (my, ), une suite de mesures sur 7'. On suppose que mp41(A4) >
my,(A) pour tout A € T et tout n € N. On pose m(A) = sup{m,(4),n € N} = lim,,_, 1o mp(A4)
pour tout A € T
1. (Lemme préliminaire)
Soit (anp)npen C Ry et (ap)p, C Ry telles que ant1, > anyp pour tout n,p € N, et
anp — ap quand n — 400, pour tout p € N. Montrer que

400 400
Zamp — Zap dans R4, quand n — +oo0.
p=0 p=0

Indication : on pourra utiliser le fait que
N +o0 +oo
E np < E np < E :ap-
p=0 p=0 p=0

2. Montrer que m est une mesure.
3. Soit f € E4(E,T) (on rappelle que E(E,T) est 'ensemble des fonctions étagées de E

dans Ry ). Montrer que
/fdmzsup{/fdmn, nEN}.



4. SOlt f € M+(E,T)
(a) Montrer que ([ fdm,,), est une suite croissante, majorée par [ fdm.
Indication : Soit (f,), C &+ telle que f, T f quand p — +o0. On a

[tpamn < [ gy am < [ gy am

et on passe a la limite quand p — +oo.

(b) Montrer que [ f dm,, — [ f dm lorsque n — +o0.
Indication : On pose Ay = {g € £4,9 < f}. On sait que

/fdm: sup /gdm: supsup/gdmn:supsup/gdmn:sup/fdmn.

geEAS geEA; 1 n gcAy

5. Soit f € LL(E, T, m). Montrer que f € L&(E,T,m;) pour tout n € N et que [ f dm,, —
J f dm quand n — +o0.
Indication : |f| € My N LL(E, T,m) et alors [ |f|dm, < [|f|dm < 400. On en déduit

s {fram [} 1 on

Exercice 39. (Sommes de mesures)
Soient my, mg deux mesures sur 'espace mesurable (E,T).

1. Montrer que m = m; + mg est une mesure.

2. Montrer qu’une application f mesurable de £ dans R est intégrable pour la mesure m si
et seulement si elle est intégrable pour les mesures my et mo. Si f est intégrable pour la

mesure m, montrer que
/fdm:/fdml—l—/fdmg.

Indication : Analyser les cas ¢ € £, € M, f € L.

3. Soit (my), une famille de mesures positives sur (E,T) et (o), C RY. On pose, pour
AcT,m(A) =), anm,(A). Montrer que m est une mesure sur 7. Soit f une application
mesurable de E dans R et intégrable pour la mesure m. Montrer que

/fdm:Zan/fdmn.

Indication : Soit m, = apm,. C’est une mesure sur T, LL(E,T,m,) = LL(E,T,my,),
f fdm, = a, ffdmn On pose par récurrence sur n : g = Mo, hn = fn—1 + My, n € N*,
On vérifie que pu,, est une mesure sur T et que f € L1 (E, T, uy) ssi f € Np<n LY (E, T, 10y) =
Np<nLYH(E, T, my). Toujours par récurrence

/fdﬂnzg/fdmn:pz;an/fdmn.

Pour tout A € T, m(A) = >, anm,(A) = sup, pn(A). On peut utiliser les résultats
de Iexercice précédent. On obtient que m est une mesure sur T et que f € L} (E,T,m)

implique f € LY(E, T, u,) pour tout n, [ fdm = lim,—yeo [ fdpn =, an [ f dmy,.

Exercice 40. (Intégrale pour la mesure de Dirac)
Soit dy la mesure de Dirac en 0, définie sur B(R). Soit f € M. Calculer [ f ddy
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Exercice 41. (f,g € L' % fge LY)
Soit f,g € L&([0,1], B([0,1]), \). Donner un exemple pour lequel fg & £([0,1], B([0,1]), ).
Indication : Prendre f(z) = g(x) = f,x €)0,1].

Exercice 42. (Majoration d’une fonction intégrable décroissante)
Soit f une fonction de R dans R, nulle sur R_ et positive décroissante sur R* .
1. Montrer que f est borélienne (et donc borélienne positive).
2. On suppose que [ fdA < +oo. Montrer qu'il existe C' € R tel que f(z) < % pour tout
x> 0.

3. Montrer que le résultat de la question précédente est faux si on retire ’hypothése de
décroissance de f sur RY.
Indication : Prendre f = v i ng1/m2)-

Exercice 43. (Caractérisation d’une fonction caractéristique)

Soit (E,T,m) un espace mesuré et f € L&(E,T,m). On suppose que 0 < f < 1 p.p. et que
[fdm= [ f2dm. Montrer qu'il existe un ensemble mesurable fini A tel que f = 14 p.p..
Indication : [ f(1 — f)dm = 0 d’ou f(1— f) =0 p.p.. On pose A = {x € E: f(z) = 1} et
alors f =0 p.p. sur A°.

Exercice 44. (f positive intégrable implique f finie p.p.)
Soit (E,T,m) un espace mesuré et f € M. Montrer que si [ fdm < +o0, alors f < +00 p.p..
Indication : A= f~!({+00}) € T. Pour n € N* on a f > nla, dott nm(A) < [ fdm.

Exercice 45. (Une caractérisation de I'intégrabilité)
Soit (E,T,m) un espace mesuré fini, u une fonction mesurable de E dans R. Pour n € N, on
pose

Ap={z € E : ju(z)|>n}, Bo={z€FE : n<|u(z) <n+1}.

1. Montrer que

/\u|dm<+oo<:>2nm <+oo<:>z ) < +oo.
neN neN

Indication : Y, nlp, < |u| <>, (n+1)1p,, dou Y., nm(B,) < [|uldm <> (n+
1)m(By,). On peut utiliser le méme raisonnement en remplacant By, par C,, = {n < |u| <
n+ 1}

/|u\dm<—|—oo<:>an ) < +o0.

On utilise aussi m(Cy,) = m(A,) — m(Any1).

2. Soit p €]1,4o00[, montrer que |ulP est une fonction mesurable et que

/|u|p dm < 400 & Z n? m(By) < 400 & an_l m(Ay) < 400.
neN neN

Exercice 46. (Sur la convergence en mesure)

Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soit (f,)n, (gn)n deux suites de fonctions mesurables de E dans
R. Soit f, g deux fonctions mesurables de £ dans R. On suppose que f,, — f, g, — g en mesure,
quand n — +oc.

1. On suppose, dans cette question, que f,g € LL(E,T,m).
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(a) Montrer que pour tout € > 0 il existe k1 € N tel que
k>ki=m{zeE : |gx)] > k}) <e.
(b) Montrer que pour tout & > 0 il existe ng, kg € N tels que
n>ng, k>ko=m{zecFE : |fu(zx)] >k}) <e.

(¢) Montrer que fg € M et f,g, — fg en mesure, quand n — +00.
(d) Enprenant (E,T,m) = (R, B(R), \), donner un exemple pour lequel fg ¢ L4 (E, T, m).

Indication : Prendre f,(z) = f(z) = l]ojgw),gn(x) =g(z) = L\/gm), reR,neN.

2. En prenant (E,T,m) = (R, B(R), \), donner un exemple pour lequel f,g, 4 fg en me-
sure, quand n — +oo (pour cet exemple on a donc f ¢ L& (E,T,m) ou g ¢ LL(E,T,m)).

Indication : Prendre f,(z) = m,gn(aj) =224+1,neN,z eR.

Exercice 47. (Application du théoréme de convergence monotone)
Soient T > 0 et f € £ = £(]0,T),B(]0,T[), \).

1. Soit n € N. Montrer que la fonction z — " f(x) appartient a £'.

On suppose, dans la suite de I'exercice, que f > 0 p.p. et qu'il existe M € R4 tel que
J €™ f(z)d\ < M pour tout n € N.

2. Montrer que f = 0 p.p. (appliquer le théoréme de convergence monotone).

3. On suppose de plus que f est continue. Montrer que f(x) = 0 pour tout = € [0, 7.

Exercice 48. (Lemme de Fatou et convergence en mesure)
Soit (E,T,m) un espace mesuré, (f,), une suite de fonctions mesurables (de E dans R), f une
fonction mesurable de E¥ dans R. On suppose que f, — f, en mesure, quand n — +oc.

1. Soit € >0

(a) Soit k € N*. Montrer qu'il existe ng € N tel que m({|f, — f| > ¢}) < 2%,71 > ny.
En déduire qu'il existe une sous-suite (f,(,))n (la fonction ¢ est donc strictement
croissante de N dans N) telle que

> m{|fpm) — fl = €}) < +o0.

neN

Pour n € N, on pose gn = fum), An = {lgn — f| > €}, et B, = U5 Ay
(b) Montrer que limy,_4o m(By) = 0.
(c) Soit n € N. Montrer que {|f| > 2¢} N AS C {|f| < 2|gn|}. En déduire que

/ flams [ fldm <2 [ g, dm. 1)
Bgn{|f|>2¢} Agn{|f>2¢}

2. On suppose qu'il existe M € R tel que pour tout n € N, [ |f,|dm < M.

(a) Soit € > 0. Montrer que
/ |fl dm < 2M (2)
{If1>2¢}

(on pourra noter que [ |g,|dm < M, utiliser (1) et faire tendre n — +00).
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(b) Montrer que
[ 1flam < 20 )

(on pourra utiliser (2) avec £ = + et faire tendre n — +00).

(c) En modifiant légérement la technique utilisée a la premiére question, montrer que (3)
reste vrai avec aM au lieu de 2M, dés que o > 1. En déduire que (3) reste vrai avec
M au lieu de 2M.

N.B. : Une autre méthode pour démontrer (3) (avec M au lieu de 2M) consiste a remarquer qu’il
existe une sous-suite ( fom))n telle que fomy — f p.p. (ceci est une conséquence de la convergence
en mesure de f, vers f). Il suffit alors d’appliquer le lemme de Fatou pour conclure.

Exercice 49. (Mesure de densité)
Soit (E,T,m) un espace mesuré et f € M. Pour A € T, on pose u(A) = fA fdm.

1. Montrer que p est une mesure sur 7.

2. Soit g € M. Montrer que g € LL(E,T,u) si et seulement si fg € LL(E,T,m) (on
pose (fg)(z) = 0 si f(z) = 400 et g(x) = 0). Montrer que, pour g € LL(E,T, ),
J9du= [ fgdm.

Exercice 50. (Théoréme de Beppo-Lévi)

Soit (E,T,m) un espace mesuré, (f,), C Ly (E,T,m) et f: E — R, tels que
(i) fn — f p-p. lorsque n — 4o0.

(ii) La suite (f,)n est monotone.

1. Construire (g,), C L' et g € M tels que f, = g P-P-, f = g P-P-, gn(x) — g(z) pour
tout = € E, et (gn)n monotone.

2. Montrer que f € L' si et seulement si limy, 400 [ f dm € R.

3. On suppose ici que f € L', montrer que f,, — f dans L', lorsque n — +o0.

Exercice 51. (Préliminaire pour le théoréme de Vitali. Equi-intégrabilité et équi-petitesse a
Iinfini)
Soit (B, T,m) un espace mesuré et soit f € L.

1. Montrer que pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que
AeT,m(A) < = /\f| dm <e.
A

Indication : Choisir un représentant de f et considérer f,, = inf{|f|,n},n € N.

2. Soit &€ > 0, montrer qu’il existe C' € T' tel que m(C) < +o0, [ |f] dm < e, supc [f| <
+00.
Indication : Choisir un représentant de f et considérer C, = {x € E : 2 < |f(z)| <
n},n € N*. Montrer que pour n assez grand, C,, vérifie les propriétés demandées.

Exercice 52. (Théoréme de Vitali)
Soit (E,T,m) un espace mesuré, (f,), C L' et f: E — R tels que f, — f p.p..
1. On suppose que m(E) < +oo. Montrer que f € L' et f, — f dans L' lorsque n — +o0
si et seulement si (f,), est équi-intégrable.

Indication : Utiliser le Théoréme d’Egorov et le lemme de Fatou.

2. On suppose maintenant que m(E) = +oco. Montrer que f € L! et f,, — f dans L' lorsque
n — +oo si et seulement si (fy,), est équi-intégrable et vérifie : Ve > 0,3C € T,m(C) <
400 et [qe |fnldm < e pour tout n.
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3. Montrer que le théoréme de convergence dominée de Lebesgue peut étre vu comme une
conséquence du théoréme de Vitali.

Exercice 53. (Convergence en mesure dominée)
Soit (E,T,m) un espace mesuré, (f,), une suite de fonctions intégrables de £ dans R et f une
fonction mesurable de £ dans R. On suppose que les conditions suivantes sont vérifiées :

a) fn — f en mesure quand n — +oo.

b) Il existe g, fonction intégrable de E dans R, telle que, pour tout n € N, |f,| < g p.p..
1. Soit p € N*. En remarquant que |f| < |f — fn| + |fn|, montrer que, pour tout n € N

m({ |f] - g > ;}> <m({ |fa—f| > ;}»

2. Soit p € N*. Montrer que m({ |f| —g > %}) = 0. En déduire que |f| < g p.p. et que f est
intégrable.

3. On suppose dans cette question que m(FE) < 4o0.
(a) Soit n > 0. Montrer que, pour tout n € N,

/fn—f!dménm(E)Jr/ 2g dm.
{lfn—=tf1>n}

(b) Montrer que lim,_, 4o [ |fn — fldm = 0.
4. On ne suppose plus que m(E) < +oo. Montrer que lim,, o [ |f — f|dm = 0.

Exercice 54. (Intégrale des fonctions continues)
Soit f € C([0,1],R). Montrer que f € L§([0,1],B([0,1]), ) et que

/fd)\:/olf(x)dx

(cette derniére intégrale est & prendre au sens de 'intégrale des fonctions continues).

Exercice 55. (Sur l'inégalité de Markov)
Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € LL(E,T,m).

1. Montrer que pour tout a > 0, on a

am({ |f| > a}) < /{f|> 17l dm

2. Montrer que pour tout a > 0, on a

m((1f] > ap) < U107

Exercice 56. (Sur la positivité presque partout)
Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € L& (E, T, m). Montrer que

f>0p.p. @/fdmzo pour tout A € T.
A
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Exercice 57. (Suite bornée convergeant dans L!)

Soit (E,T,m) un espace mesuré, (fn)n C LL(E,T,m) et f € Lg(E,T,m). On suppose que
fn — f dans LY(E,T,m) et qu'il existe C' > 0 tel que | f,,| < C p.p. et pour tout n € N. Montrer
que [ |fn — f|* dm — 0 lorsque n — 4o00.

Indication : Comme la suite (f,), converge vers f dans L', elle contient une sous-suite qui
converge p.p.. On en déduit que |f| < C p.p..

Exercice 58. (Convergence uniforme et convergence des intégrales)

Soit (E,T,m) un espace mesuré, (f,,)n C Ls(E,T,m). On suppose que (fy,), converge unifor-
mément vers f quand n — +oo (plus précisément : il existe des représentants de fi,, encore notés
fn, tels que f,, converge uniformément vers f).

1. A-t-on f € L' (plus précisément : existe-t-il F' € L! telle que f =g p.p.sige€ F)?
2. Si f € L' et ([ fndm), converge dans R, a-t-on : limy, 400 [ fndm = [ fdm?

Exercice 59. (Convergence dans L! de fonctions positives)

Soit (E,T,m) un espace mesuré, (fn)n C LL(E,T,m), f € L:(E, T, m). On suppose que pour
tout n € N, f,, > 0 p.p., que f, = f p.p. et que [ fp,dm — [ fdm lorsque n — ~+oco. Montrer
que f, — f dans L.

Indication : On pourra examiner la suite (f — f,)7.

Exercice 60. (Exemple de convergence)
On pose (E,T,m) = ([-1,1], B(R),\). Pour n € N, on pose f, = nl_ 1 .

2n’2n

1. Montrer que la suite (f,), est bornée dans L' et que la suite ([ f,,d\), converge.
2. Peut-on appliquer le théoréme de convergence dominée 7

3. A-t-on convergence de la suite (f,), dans L*(E,T,m)?
4

. Montrer que pour toute fonction ¢ continue de [—1, 1] a valeurs dans R, [ frodX — [ ddg
lorsque n — 4-00.

Exercice 61. (Continuité d’'une application de L' dans L)
Soit (E,T,m) un espace mesuré fini et soit g une fonction continue de R dans R telle que :

JCeRY : |g(s)| < Cls|+C, seR.

1. Soit u € LL(E, T, m). Montrer que gou € LL(E,T,m).

2. On pose L' = LL(E,T,m). Pour u € L', on pose G(u) = {h € LL(E,T,m),h = go
vp.p.} €LY, avec v € u.
Montrer que la définition précédente a bien un sens, c’est-a-dire que G(u) ne dépend pas
du choix de v dans u.

3. Soit (un), C L'. On suppose que u, — u p.p. et qu’il existe F' € L' telle que |u,| < F
p.p., pour tout n € N. Montrer que G(u,,) — G(u) dans L.

4. Montrer que G est continue de L' dans L'.
Indication : On pourra utiliser la question 3. et le théoréme appelé réciproque partielle
de la convergence dominée.
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Exercice 62. (Continuité sous le signe d’intégration)
Soient (E, T, m) un espace mesuré, top € R, f une fonction de E' x R dans R vérifiant ’hypothése

f(.t) € Lg(E, T,m), teR.
On suppose de plus que
1. L’application f(z,-), définie pour presque tout = € E, est continue en t.
2. Nexiste e >0 et G € LL(E, T, m) tels que |f(-,t)] <G p.p., pour tout t €]ty —e,t0 + €.
Alors F, définie de R dans R par F(t) = [ f(-,t) dm est continue en t.

Exercice 63. (Dérivabilité sous le signe d’ 1ntegration)
Soient (F,T,m) un espace mesuré, top € R, f une fonction de ' x R dans R vérifiant I’hypothése

f(,t) € Lg(E,T,m), t€R.

On suppose de plus qu'il existe e >0, A € T et G € LL(E, T, m) tels que m(A) =0 et
1. L’application ¢t — f(z,t) est dérivable pour tout t €]ty — €,ty + €[ et pour tout = € A°.
2. Pour tout t €]ty — e, tg + €[ et pour tout x € A° nous avons |0f(x,t)| < G(x).

Alors F, définie de R dans R par F(t) = [ f(-,t) dm est dérivable en ¢, et

:/&(x,to) dm

Exercice 64. (Exemple de continuité et dérivabilité sous le signe d’intégration)
Soit f: R x Ry — R, définie par f(t,x) = Ch(ler) -1
1. Montrer que pour tout ¢ € R, la fonction f(¢,-) appartient & L'(R, B(R,), \).
2. Pour t € R, on pose F(t fR f(t,z) dX. Montrer que F' est continue, dérivable. Donner
une expression de F''.
Exercice 65.
Soit (E,T,m) un espace mesureé.
1. Supposons que f € My, AeT et [, fdm = 0. Montrer que f(z) =0 p.p.t. z € A.
Indication : considérer I'ensemble A, = {z € A : f(z) > 1/n},n € N*.

2. Soit (fn)n C My telle que f,, — f p.p. lorsque n — 400 et lim, 400 [ fr, dm = [ f dm.
Montrer que pour tout A € T on a

lim /fndm:/fdm.

Indication : appliquer le lemme de Fatou aux suites (14f,)n €t (1acfn)n.
3. Soit A € T. Appliquer le lemme de Fatou a la suite (f,,), définie par

fon =14, fony1=1ac, n€N.
Exercice 66.
Soit I'espace mesuré (R, B(R), ).
1. Appliquer le lemme de Fatou a la suite définie par f, = 1y, 41, n € N.

2. Montrer que le théoréme de convergence monotone ne s’applique pas aux suites décrois-
santes, en considérant la suite (f,), donnée par f, = 1, 1,7 € N.

3. Soit f € M. Montrer que F(z) = f]ioo’x] f dA est continue, en utilisant le théoréme de
convergence monotone.
Indication : considérer les suites fr, = L_oz—1/n[fs9n = Lagi/n+oolf, m € N, en
observant que 11_ ¢z 1/n[ T 1—co,z[ €6 Lat1/n,400] T Ljz,400[> lOrsque n — +00.
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Chapitre 5. Les espaces LP

Exercice 67.
Soient (F,T,m) un espace mesuré, et f,g,h des fonctions mesurables de E dans R. Soient
p,q,r €)1, +00[, tels que % + % + % = 1. Montrer que

/ gl dm < 1o lgllgll Al

(En convenant que 0 x (+00) = 0.)

Exercice 68. (Produit LP — L)

Soient (E, T, m) un espace mesuré, p € [1,+00] et ¢ le conjugué de p. Soient (f,), C LE(E, T, m),
(gn)n C LL(E,T,m), f € LL(E,T,m), g € LL(E,T,m) tels que f, — f dans LY (E,T,m) et
gn — g dans LE (E, T, m). Montrer que [ fng, dm — [ fg dm lorsque n — +oc.

Exercice 69. (Convergence de || - ||, quand p — +00)
Soit f une fonction de R dans R, continue & support compact. Montrer que || f||, —= || f|| lorsque
p — +00.

Exercice 70. (Convergence presque partout et convergence des normes, par Fatou)
Soit (E,T,m) un espace mesuré. Pour p € [1,+00], on note L? I'espace Ly (E,T,m). Soit p €
[1,+00], (fn)n une suite d’éléments de LP et f € LP. On suppose que f, — f p.p. et que
[ fally = 1f[lp, quand n — +oo.
1. On suppose que p = 1. Pour n € N, on pose g, = |fu|+ |f| = |fn — f|- Montrer que g, > 0
pour tout n € N. En utilisant le lemme de Fatou, montrer que f, — f dans L'.
2. Supposons maintenant que p €]1,4+o00[. En utilisant le lemme de Fatou pour une suite

convenable, montrer que f, — f dans LP.
Indication : On prend g, = 2P|f,|P + 2P| f|P — |fn — fIP.

Exercice 71. (Séries orthogonales dans L?)

Soit (E,T,m) un espace mesuré et (f,), une suite d’éléments de L(E,T,m) deux a deux
orthogonaux. Montrer que la série ) fn converge dans L? si et seulement si > nen IIf |3 est
convergente dans R.

Exercice 72. (LP n’est pas un espace de Hilbert si p # 2)

Montrer que L (R, B(R),A), muni de sa norme usuelle, n’est pas un espace de Hilbert, si 1 <
p < 400, p # 2.

Indication : On prend f = 1jg [ et g = 1) 5. Nous avons

1£llp = llglly = 1, 1f +gllp = If = gll, = 2.

Pour p # 2, Iidentité du parallélogramme n’est pas vérifiée.

Exercice 73. (projection orthogonale dans L?)

On pose L? = LZ(R, B(R), \) et, pour a, 3 € R donnés, a < 3, C={f € L? : a< f<Bpp.}.
1. Montrer que C est vide si et seulement si a8 > 0.

2. On suppose maintenant que a8 < 0. Montrer que C est une partie convexe, fermée non
vide de L2. Soit f € L% montrer que Pef(x) = max{min{f(z), 8}, a} pour presque tout
x € R. Ici Pof désigne la projection de f sur C.
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Chapitre 6. Produits d’espaces mesurés

Exercice 74. (Intégrale d’une fonction positive)
Soit (E,T,m) un espace mesuré o-fini, et f : E — Ry une application mesurable. On pose
F=14avec A={(t,x) e Rx E, 0<t< f(x)}.

1. Montrer que F' est B(R) ® T-mesurable.
2. Montrer que

+oo
/fdm:/ m({z € B ¢ f(z) > 1)) dt
0
et que
“+oo
/fdm—/ m({z € E : f(2) > 1)) dt
0
Ind. : Utiliser le théoréme de Fubini-Tonelli.

Exercice 75. (Mesure de boules de R?)
On considére ici Pespace mesuré (R? B(R?), \y). Montrer que \o({z € R? : |z| < R}) = 7R?
pour tout R > 0.

Exercice 76. (Intégrale de Dirichlet)

n o n 400
/ ULy dz = / (/ et dt) sin z dzx.
o < 0 0

2. Calculer F(t) = [ e ' sinz dz, ¢>0.
3. Calculer lim,, 1 f0+oo F,(t) dt.

4. En déduire que limy,— 400 fon L dr = 7.

1. Vérifier que sin > 1

Exercice 77. (Propriétés élémentaires de la convolution)
Soit f,g € L'(RY) = LL (RN, B(RY), An).
1. Montrer que fxg=g* f.
Ind. : Utiliser l'invariance par translation de la mesure de Lebesgue et sa conséquence
pour les changements de variable simples.

2. On suppose que f, g sont & support compact (f a support compact signifie qu'il existe K,
compact de RV, tel que f = 0 p.p. sur K¢). Montrer que la fonction f x g est alors aussi
a support compact.
Ind. : Comme f,g sont a support compact, il existe a,b € Ry tels que f = 0 p.p. sur
B(0,a)¢ et g =0 p.p. sur B(0,b)°. Montrer que f xg =0 p.p. sur B(0,a + b)°.

Exercice 78. (Convolution LP — C°)
Soit 1 < p < +oo, f € LERN,BRY),\y) et p € CZ(RY,R). On pourra se limiter au cas
N=1
1. Montrer que pour tout x € RV, la fonction f(-)p(z — -) appartient & £'(RY). On pose
alors

£ pl) = / FO)plz — ) dAy.
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2. Montrer que fxp € C®(RY R).
3. On suppose maintenant que f est a support compact, c’est-a-dire qu’il existe un compact

de RY, noté K, tel que f = 0 p.p. sur K¢. Montrer que f % p est aussi & support compact.

Exercice 79. (Coordonnées polaires)

1. Calcul —a?—y? .
Calculer fRi e dzdy
2. Calculer fR+ e~ da.

Exercice 80. (Régularité de \y)
Soit m une mesure sur B(RY) telle que m(K) < +o0o pour tout compact K de RY.

1. Soient A € B(RY) et ¢ > 0. Montrer qu'il existe O ouvert de RY et F' fermé de RY tels
que
FCACO, m(O\F)<e.

2. Soit A € B(RY). Déduire de la question précédente que

m(A) = inf{m(0), O ouvert tel que A C O}.

Exercice 81. (Inégalité de Young)
Soient 1 < p < 4o0, f € LE(RY,B(RY),An),g € LE(RY,B(RY), \y). Montrer que f % g est
définie p.p., que f*g € LE(RN, B(RN), An), et que ||f * gll, < || fll1llgllp-

Exercice 82.

Partie A

1. Soit f une fonction mesurable positive sur J = [0, +o0[ et (A4,), C B(J) une partition de
J.
Démontrer que [, f(t)dt = 3=, [, f(t)dt. En déduire que f est intégrable sur J si et

seulement si la série numérique de terme général [, f(t)dt converge.

2. Démontrer que pour n € N on a

/(”H)’T | sint| 2
dt > ——.
nm \/i \/ (n + 1)7T

3. La fonction g : t — S‘—\I/lit est-elle intégrable sur J 7

Partie B
On considére désormais la fonction h : Ry x Ry — R, définie par
h(z,y) = e~ sin y, (z,y) € Ry xRy

1. Calculer l'intégrale [ h(z,y) dz.
2. La fonction h est-elle intégrable sur R ?

T sin y+cosye—x2y

3. Vérifier que y — — ’ pr est une primitive de la fonction y — h(z,y).

z2+1
441

4. Démontrer que la fonction z — est intégrable sur Ry.
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5. Pour tout A > 0 on pose ha(z fo (x,y) dy. Soit (Ay), une suite de réels convergente
vers +oo. Justifier bOlgneUbement que

lim ha, (x) dz :/ _dz
R

N—+oc0 R .ZE4 + 1 ’
6. Déduire des quebtlons précedentes que lim 4,400 f A Sil/ll/ dy existe et I’exprimer en fonc-
tion de fR x4+1

Exercice 83. On désigne par A1 la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R et par Ao la mesure
de Lebesgue sur les boréliens de R?. Soit f : R — R une fonction positive A;-intégrable. Pour
tout ¢ > 0 on pose F'(t) = A\i({x € R : f(z) > t}).

Justifier la bonne définition de F'(¢) et son appartenance a R.

Démontrer que F' est décroissante sur |0, +-o00].

Quelle est la limite de F' en 07 Quelle est la limite de ' en 4007

Justifier que la fonction (z,t) — f(x) —t est mesurable sur R??

Soit A = {(z,t) € Rx]0,4o0[: f(z) —t > 0}. En calculant A2(A), établir :

ARl S

/f(a:)d)\l(x): +OoF(t)d)\1(t).
R 0

Chapitre 7. Transformation de Fourier

Exercice 84. (Application du théoréme d’inversion)
On note L l'espace LE.(R, B(R), \).

1. Soient f,g € L'. Montrer que fg,gf € L' et

/fgdA:/gfd)\.

2. Soit B = [—3, 3]. Montrer que 15 x 15 = (1 — [t|)T pour tout ¢ € R.

3. On pose 6,(t) = (1 — 1 ‘) pour tout n € N* et pour tout ¢ € R. Déduire de la question
précédente que
~ 4 sin?(%)
0 = —72, eR.
n(y) N
4. Soit f € L' N L™ tel que f(t) € R, pour tout t € R.
(a) On note ¢, = 0, f. Montrer que ¢, / f et JondX 2 [ f d\ lorsque n — +oo0.

(b) Montrer qu’il existe v > 0 indépendant de n tel que f 0 ) dy = a,n € N*. En
déduire que f e L.

20



